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PRÉFACE. 


En publiant mes recherches sur les fonctions sphériques généra- 
lisées, menées à une terminaison relative, je n'ai pas eu l'intention de 
donner, un Traité complet de ces fonctions, analogue à mes Livres sur 
les fonctions cylindriques et sur la fonction gamma. C'est pourquoi 
je ne donne aucune liste de la Littérature, trés étendue du reste, con- 
cernant les fonctions en question, et les citations dans le texte ne 
sont que fort éparses. 

Le but principal de ces recherches, qui m'ont occupé pendant dix 
ans à peu prés, a été l'étude d'une fonction assez générale pour 
donner, comine cas particuliers, toutes les séries hypergéométriques 
finies ou infinies qui jouent un róle dans les applications de l'Analyse 
et que l'on nomme généralement des fonctions sphériques. Une telle 
fonction générale est, par excellence, la fonction Q"*(x); car, sui- 
vant les résultats développés dans le paragraphe XX, cette fonction 
suffit seule pour une étude générale du probléme qui nous occupe. 

Il nous semble utile d'énumérer les cas particuliers de notre fonc- 
tion métasphérique K"?(») que l'on a étudiés plus généralement; 
nous remarquons que ces fonctions se présentent toujours deux à 
deux comme des intégrales particulières indépendantes d'une équa- 
tion différentielle, linéaire et homogene du second ordre : 

1* Les fonctions sphériques ordinaires de Legendre qui corres- 


; I r : 1 ] 
pondent à v = =; p = n, n étant un entier non négatif ; 


, 


sl 
wi = 


2° Les fonctions annulaires, où il faut admettre v = -> e = n + 


n étant un entier non négatif; 


VI PRÉFACE, 


* 5 AT 5 1 I 
3° Les fonctions coniques, où il faut supposer v = >» 5 = — Set 


"us 
a étant un nombre quelconque. i 

Mais à ces groupes de trois paires de fonctions il en faut ajouter six 
autres : savoir les fonctions adjointes correspondantes; c'est-à-dire 
qu'il faut, de cette manière, étudier 12 fonctions différentes qui pos- 
sedent un grand nombre de propriétés communes et se présentent 
toutes comme des cas particuliers de notre Q"^*(a:). 

À cette occasion, il est bon de remarquer que la propriété de 
la fonction sphérique ordinaire P^(a) de Legendre, savoir d’être un 
polynome entier de degré n, n'est pas essentielle pour l'étude de cette 
fonction. 

Étudions, au contraire, la fonction générale Q"*(2z); nous aurons, 
d'un seul coup, toutes les propriétés des fonctions particulières sus- 
dites. 

Quant aux résultats nouveaux, assez nombreux je le crois, con- 
tenus dans ce Livre, je me permets de signaler particulièrement ici 
les fonctions sphériques nouvelles traitées dans le Chapitre VI (*) et 
les séries de produits de deux fonctions sphériques étudiées dans le 
Chapitre XII. Malheureusement, ces séries nouvelles semblent être 
trés compliquées pour des applications. 

C'est certainement Charles Neumann qui a donné, le premier, des 
développements en série de fonctions analytiques uniformément con- 
vergente dans une partie finie, et à deux dimensions, du plan qui n'est 
pas un cerele avec son centre à l'origine, et sans que les séries en 
question soient des transformations d'une série de puissances, comme 
celles de Burmann. Il est bien connu que le domaine de convergence 
des séries de Neumann est l'intérieur d'une ellipse ayant ses foyers 
aux points (Æ+ 1,0). Ce résultat de l'illustre Maitre m'a vivement 
intéressé. Dans une lettre adressée à Neumann, j'ai donné des 
réflexions générales sur de telles séries et j'ai indiqué la possibilité 


(1) Naturellement, les transformations de l'argument x étudiées dans ce Chapitre ne 
sont que des cas particuliers des formules de transformations beaucoup plus générales 
connues pour les fonctions hypergéométriques. Cependant. les transformations particu— 
lières en question jouent un rôle fondamental dans l'histoire des fonctions sphériques. 
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d'une évaluation commune de toutes les séries connues de ce genre. 
Dans le Chapitre XIII, on trouvera un développement détaillé de ces 
séries connues et un grand nombre d'autres, nouvelles je crois. 

En mentionnant les séries de fonctions sphériques, je me permets 
d'appeler l'attention sur le Livre de Francois Neumann : Beiträge zur 
Theorie der Kugelfunktionen, Leipzig, 1878, qui semble être peu connu, 
quoiqu'il présente un supplément essentiel et nécessaire du Traité 
classique de Heine. 

Dans ces recherches je n'étudie que les propriétés analytiques des 
fonctions métasphériques. De sorte que je ne trouve aucune occasion 
de mentionner, dans le texte, les recherches aussi essentielles qu'in- 
génieuses de M. Fejér sur les séries de fonctions sphériques qui ne 
sont convergentes que dans la partie de l'axe réel située entre les 
points Æ r. H serait trés intéressant d'étudier les séries analogues de 
fonctions ultrasphériques et d'en déduire peut-étre, comme un autre 
cas particulier, les résultats de l'éminent géomètre concernant les 
séries de Fourier ordinaires. 

Quant à la rédaction du présent Livre, je donne dans la premiere 
Partie une suite de théorèmes et de formules auxiliaires, de sorte 
que le lecteur n'a besoin que de la connaissance des fondements de la 
théorie élémentaire des fonctions analytiques. Cependant, il faut 
admettre que cette remarque n’est pas exacte pour les deux derniers 
paragraphes qui appliquent l'intégrale dé M. N. de Sonine contenant 
des fonctions cylindriques. 

N. 


Copenhague, le 12 février 19i. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA. 


CHAPITRE I. 


QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. 


I. — Définitions fondamentales. 


Pour éviter, dans nos recherches actuelles, des digressions assez 
étendues, il nous semble utile de réunir dans un Chapitre introductif 
quelques formules et lemmes qui nous sont indispensables dans ce 
qui suit. 

A cet effet, nous avons, avant tout, à préciser quelques définitions 
fondamentales, desquelles nous avons à faire usage constamment dans 
nos recherches suivantes. 

Considérons tout d'abord une suite illimitée aux éléments quel- 
conques, réels ou non 


(1) Qj, Wi; dao... ns FPT 


puis, supposons qu'il existe un nombre fini et déterminé c, tel qu'en 

désignant par e une quantité positive donnée auparavant et étant aussi 

petite qu'on le veut, il soit possible de déterminer un positif entier N, 
N. t 
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2 PREMIÈRE PARTIE. —- APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA. 


de sorte que nous aurons constamment pour n = N 


(2) |a, — w| < E, 


nous désignons w comme valeur limite de la suite (1), et nous posons 
dans ce cas 
(3) lim an= s. 
n—w 
La condition nécessaire et suffisante pour que la suite (1) ait une 
telle valeur limite est que pour # = N nous aurons constamment 


(4) [a54., — nl — 8, 


où p désigne un positif entier quelconque. 
Supposons pour tous les n 


i fc! 
LL Zn + 1Pus 


où æ, ct 9, sont des quantités réelles, la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que la suite (1) ait une valeur limite est que les deux autres 


suites à termes réels 
CR OT ver eo PODES a G 


a a a 
Po Pn Pe ce Pas c 


aient toutes deux cette propriété. Dans ce cas nous aurons 


(5) lim (2, + Ba) = lima, + clim $,. 
LE LA 


n nce n 


Supposons réels les éléments de la suite (1), nous posons encore 


(6) lim a, = + o, lim a, — — x, 

n = n=e 
quaud il est possible de déterminer un positif entier N, de sorte que 
pour 4 ^ N nous aurons toujours respectivement 


(2) aa > +K, a,<—K, 


où K désigne un nombre positif donné auparavant et étant aussi grand 
qu'on le veut. 

Soit, ensuite, À un ensemble infini de nombres réels tel qu'il est 
possible d'indiquer un nombre fini £, de sorte que tous les éléments 
de A sont plus petits que £, notre ensemble A a une mite supe- 
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rieure G; c'est-à-dire qu'il existe un nombre fini et déterminé G qui 
satisfait aux deux conditions suivantes : 

1° Désignons par a un élément quelconque de A, nous aurons 
toujours 
(8) at; 


2° Soit e une quantité positive donnée auparavant et étant aussi 
petite qu'on le veut, il existe au moins un élément a, appartenant à A 
tel que 


(9) a, 2 6— t. 


Supposons finis tous les éléments positifs de A sans qu'il soit 
possible d'indiquer un nombre déterminé et fini # qui est plus grand 
que tous les éléments susdits, nous disons que l'ensemble À a + c 
comme limite supérieure. 

Dans le cas où il est possible d'indiquer un nombre fini £ plus 
petit que tous les éléments de A, cet ensemble a une limite inférieure g; 
c'est-à-dire qu'il existe un nombre fini et déterminé g qui satisfait 
aux deux conditions suivantes : 

1° Soit a un élément quelconque de A, nous aurons toujours 


(10) azg 


2° L'ensemble À contient un élément a, au moins, tel que 
(11) a, g 3 €, 


où € est une quantité positive de la méme nature que celle qui figure 
dans (9). 

Supposons finis tous les éléments négatifs de A, sans qu'il soit 
possible d'indiquer un nombre fini £, plus petit que tous les éléments 
susdits, nous disons que l'ensemble À a — æ comme limite inférieure. 

Les limites supérieures et inférieures sont à bien distinguer des 
deux autres limites qu'on désigne généralement comme (mes superior 
et limes inferior. Soit ensuite 


x = p(cosó +i sin), 


un nombre complexe quelconque, nous pouvons toujours admettre 


= -R 


— LT "F 


, 
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A PREMIÈRE PARTIE. — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA. 
c’est-à-dire que nous posons toujours 


j= -tR 


dans le cas où œ est négatif réel. 
Cela posé, nous définissons la valeur principale du logarithme népé- 
rien du nombre æ par l'expression suivante : 


(12) logæ — logp-+ ib, -R L ÎR, 
où loge pris du nombre positif ọ doit ètre reel; c'est-à-dire que nous 
posons par exemple 
(13) log(— 1) — i. 
Désignons ensuite par v un nombre fini quelconque, puis supposons 
o Jel < oC, 
nous définissons par l'expression 
(14) a — evier, 
où logæ est la valeur principale du logarithme népérien de æ, la valeur 
principale de la puissance x"; c’est-à-dire que nous posons par 
exemple 
(15) (— 1) = e", 
Dans ce qui suit, nous entendons exclusivement par les significa- 


tions logz et æ” ces valeurs principales, si nous ne donnons pas expli- 
cilement une autre définition de ces fonctions multiformes. 


Il. — Lemmes sur la fonction exponentielle et le logarithme. 


Dans nos recherches suivantes nous avons souvent besoin de 
certaines inégalités concernant les transcendantes élémentaires, 
inégalités qui sont des conséquences immédiates des deux lemmes 
suivants concernant la fonetion exponentielle et le logarithme népé- 
rien : 

I. Supposons |z| 51, puis posons 
(0) e* = 1 + 0, 


nous aurons toujours |w| < 2|x|. 
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En effet, la série de puissances ordinaire donnera pour o l'expres- 
sion suivante : 


Or, nous aurons évidemment, pour [æ|= 1, 


A CESE, n!? anmi, 
ce qui donnera 


I r 
la lel (v 2 + x + 2 +...)=ael. 


II. Supposons |x| < 1, puis posons 
(2) log(i+ x) = £w, 
nous aurons toujours 
2—|æ| , 
(3) lol < ajej 


- 9 " 
supposons ensuite |a| S g» nous aurons de plus |w|° 2. 


La série de puissances ordinaire donnera immédiatement, en 
vertu de la définition (2) de o, 


x am? æ? 
w= = Re —— +... 
2 3 1 
d'où immédiatement 
" 1 3 — 
[e| «1 El H Eik ł- LR S E O eT =i 
2 2 2 a—2|x| 2—2|x| 


SET " 2 z £ 
Soit ensuite |x]|S 3+ nous aurons immédiatement [w| <2. 


En combinant les deux lemmes précédents, nous aurons immédia- 
tement cet autre : 


HE. Supposons que les n quantités 
DT du Het y 


satis fassent aux conditions 


1 5 
lð E Het AT 
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6 PREMIÈRE FARTIE. — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA. 
puis mettons 

(4) (id, )(12- ARRET AECE AT 

nous aurons toujours 


(5) [9| < 4C[2,| + | 9: 


4... CANE 
A cet effet, posons pour p — 1, 2, 3, ..., n, 
log (14- òp) = p Om [m] 52, 


nous aurons, en vertu de (4), 
pn 


| | (1 -— à,) —1-4-0-— POLES Hinn, 
p=1 


de sorte que le lemme I donnera immédiatement l'inégalité (5). 
Supposons particulièrement 
^ s > s TP NL 
um Q4 =. s: = 0y = 0, [3| m 
puis posons 
(6) (1+ à)" = 1 + 10, 
nous aurons certainement 


(7) |»| $49]. 

IV. Supposons |æ|= i |2væ|£ t, puis mettons 
(8) (+) — 1r 0. 
nous aurons toujours 
(9) OREN 


Posons 
log (1 + æ) = x, 


nous aurons, en vertu du lemme II, [w,[= 2, de sorte que l'identité 
+ 0 — e. 
nous conduira immédiatement au but. 
V. Désignons par n un positif entier, puis supposons |x|* 5 1 : n, le 
nombre w defini par l'identité 


(10) (sinx}"= æ" (1+ 0) 
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salisfera toujours à la condition 
(11) |] « 4 lel. 
En effet, posons 
sin.r — zli +ô), GABINFT 


À À 


FMATY 


. . * . Ta f la » ^ À 
la série de puissances ordinaire donnera pour 2 cette expressid$ 4/242. Hackowsgo Warg 


9——317 


d'où, immédiatement pour |z|? <20, 


= | | | 7|! |a i ) |a |: 20 
< =Alle t Fous — € ——%:) 
6 20 20° o 6 30 — |x |? 


ce qui donnera pour |x|? < to cette autre inégalité 


A 
là 


1 le] 
Hl paier a 
Remarquons ensuite l'identité 
+o (i+ 0}, 


le lemme IH nous conduira immédiatement au but. 


HI. — Les courbes simples. 


Nous représentons comme ordinairement le nombre complexe 
T=a+t5 


dans un plan par le point M, dont les coordonnées rectangulaires 
sont æ et 8. Ce point M est l’image du nombre x que nous désignons 
comme l'affixe du point M; mais souvent nous disons simplement /e 
point æ au lieu du point M qui est l'image de a. 

Supposons æ variable, de sorte qu'une certaine courbe K est lieu de 
son image M, nous disons souvent que K est lieu du nombre x. Sup- 
posons ensuite que le point M parcourrait une certaine aire À limitée 
par une courbe K, nous disons que le nombre xv, dont M est l'image, 
parcourt le continu A avec la frontiere K. 

Considérons dans le plan un point fixe O, une ligne quelconque 
passant par O est composée de deux rayons vecteurs ayant des direc- 
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tions opposées et l'une étant le prolongement sur O de l'autre. Une 
distance quelconque OA comptée de O à un point quelconque À d'un 
rayon vecteur passant par À est toujours positive. 

Cette facon de parler adoptée, nous avons à définir une classe de 
courbes qui jouent un róle fondamental dans nos études de certaines 
séries infinies, savoir l'ensemble des courbes À qui satisfont aux con- 
ditions suivantes : 

1° La courbe À est continue; 

2° Il existe, au moins, unc ligne droite / qui a deux et seulement 
deux points d'intersection déterminés A et B avec À; 

3° Le segment AB contient au moins un point O tel que tous les 
rayons vecteurs partant de O ont toujours un et seulement un point 
d'intersection C avec À; 

4° La limite inférieure de l'ensemble formé des rayons vecteurs OC 
n'est pas égale à zéro. 

. 


Nous désignerons comme courbe simple avec le point de rayonnement O 
toute courbe À qui satisfait aux quatre conditions susdites. 


Soit maintenant M un point du rayon vecteur OA partant de O à un 
point quelconque A de 2, et tel que 


(1) o = OM = OA, 


nous disons que M est situé à l’intérieur de À; de plus, nous définis- 
sons l'intérieur de la courbe simple À comme l'ensemble des points M 
situés à l'intérieur de À. 

Quant au nombre complexe æ, dont l'image M parcourt l'intérieur 
d'une courbe simple À, nous disons que x parcourt un continu simple 
avec la frontiere À et le point de rayonnement Q. 

Soit ensuite M, un point du rayon vecteur susdit OA, de sorte que 


(2) OM, OA, 


l'ensemble de ces points M, forme l'exterieur de la courbe simple À. 
Cela posé, il est évident que la courbe simple À a les propriétés 
suivantes : 
1° Faisons tourner autour du point O le rayon vecteur OA, de sorte 
que son autre point extréme A décrit la courbe A, cette ligne aura 
passé une et seulement une fois tout point situé à l'intérieur de à, 
quand elle retourne la premiére fois à sa position initiale; 


CHAPITRE EF — QUELQUES LEMMES FONDAMENTAUX. 9 


2? Désignons par z un nombre complexe dont l'image M appartient 
à la circonférence ou à l'intérieur d'une courbe simple À dont le centre 
de rayonnement O est l'origine, puis désignons par £ une variable 
réelle, telle que o ^t t, le nombre zx appartient toujours ou au con- 
tinu simple avec la frontière À ou à cette frontière méme. 

Cependant, il (aut remarquer que nous ne savons pas généralement 
représenter par une équation 


fir, y)=0 


une courbe simple À; au contraire ces courbes ne sont généralement 
que des courbes graphiques. 


Exemple 1. — L'ellipse de Cassini 


(3) ( a* +- B j— agx? — b! = 0, a > 0, b= 0, 


qui a dans l'origine O un point double isolé, est une courbe simple 
avec o comme centre de rayonnement. 

Le nombre complexe c = x +18 appartient à l'intérieur ou à 
l'extérieur de la courbe (3), selon que 


(4) (25 4- Bt) az? + bG, 
ce qui est évident si nous transformons en coordonnées polaires 
l'équation (3). 


Exemple II. — Soit f(e) = 20u /(¢) = 1, selon que le rapport e: 
est rationnel ou irrationnel, la courbe avec l'équation en coordonnées 
polaires 

rzyf(v) 
satisfait bien aux trois dernieres conditions susdites, le point O étant 
l'origine. Or, cette courbe n'est pas une courbe simple avec O comme 
centre de rayonnement, parce qu'elle n'est pas continue. 


Exemple III. — L'arc de l'hyperbole équilatérale 


a3 — D'-— a*, 


qui correspond à |a| = qg > a, et la partie de la ligne droite x = g, qui 
correspond à 8*5 g? — a*, forment, pris ensemble, une courbe simple 
N. 2 
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avec le foyer correspondant de l'hyperbole comme centre de rayon- 
nement. 

Ce dernier exemple nous fournit un moyen de définir ce que nous 
avons à entendre par l'intérieur de l'hyperbole susdite, parce qu'il est 
possible de choisir q arbitrairement grand. 


IV. — Quelques courbes simples algébriques. 


Comme des exemples ultérieurs des définitions du paragraphe pré- 
cédent, nous avons à étudier quelques courbes simples qui jouent un 
rôle fondamental dans la théorie des fonctions métasphériques. 

A cet effet, désignons par 


r= + in 


un nombre complexe fini quelconque, nous avons tout d'abord à 
déterminer deux nombres réels æ et $, de sorte que 870 et que nous 
aurons 


11) Ü k ET, vost i$ è 
Or, il est évident que la condition $ = o entraîne nécessairement x 


réel et — 1-7 1, et inversement. Supposons ensuite 8 7» o, puis 
écrivons sous la forme suivante 


Pria V. e-B-ia 2.r 


l'équation (1), nous aurons immédiatement 


(21 peptía — c HA x? 


où le signe double de la racine carrée est à déterminer, de sorte que 


(3) e= |e Un >; 


c’est-à-dire que l'équation (1) nous détermine eomplètement 8, et 
aussi x, abstraction faite d'un multiple quelconque de 2. 
Remarquons ensuite que l'équation (1) équivaut à ces deux autres 
eP -+ eh eB— e-P 


= ————— cosa, fl ————- sin a, 
" 7 


LAN! 
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nous avons immédiatement 


za 
pm alTer) 


Cela posé, il est très facile de démontrer le théorème suivant, dù à 
Charles Neumann ( '). 


Il. Le lieu des nombres x = E + in qui satisfont à la condition 


^ 


(5) le + Var =r, "2 


est l'ellipse E(a) avec l'equation en coordonnées rectangulaires 


zB P r 
t=- = a — = — 
n +1 a 2 


1 ) 
ar]? 


(6) 


c'est-à-dire que E(a) a les foyers (+ 1,0). De plus, nous aurons pour la 
plus grande des valeurs absolues, 


(7) |a, + Var 1 r, 


selon que le nombre x, appartient à l'extérieur ou à l'intérieur de 
l'ellipse E(a). 

En elfet, l'équation (5) nous conduira, en vertu de (3) et (4), à 
l'équation (6) de l'ellipse E(a). 

Quant aux inégalités (7), supposons 


; A / T, Je 4. 
CESET] = di ls a= = — — s 
\ TU 


nous aurons, en prenant les valeurs positives des racines carrées, 


m_ r i — r 
la = {m — a, m--— 
t 
V 2 ar M 1 2r 


d'ou immédiatement 


c'est-à-dire qu'une seule des deux inégalités 


(8) ale. rn» 


entraine nécessairement la seconde. 


(1) Ceber die Entwicklung einer Funktion mit unaginarem Argument nach den Kugel- 
funktionen erster und zweiter Art. Halle, 1865. 
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Posons ensuite a, = 5, + în, nous aurons de méme 
(9) — e l, 


d’où, parce que a>a,, 
(10) —— + — I$ 
c'est-à-dire que le nombre z, appartient à l'intérieur de l'ellipse E(a). 


Inversement, supposons donnée l'inégalité (10), puis déterminons 
le nombre positif a, à l'aide de (9), nous aurons évidemment a, « a. 


I. Transformons le plan des x en posant a, — x?, l'ellipse E(a) se 
transforme dans une autre ellipse E, (a) avec l'équation 


(11) — d —————— = f, = x-- ip. 


L'intérieur et l'extérieur de E( a) correspondent respectivement à l'in- 
térieur et l'extérieur de E, (a). On voit du reste que l'ellipse E, (a) a les 


foyers (0, 0) et (+ 1,0) et le centre| = oJ. 

En effet, posons 
(12) r= č + i, di à + 69, 
nous aurons 
(13) a= Et — nt, B = a£n; 
supposons ensuite 


e y, 


(14) Fils 
a 34-1 a 


puis combinons (14) et la premiere des formules (13), il en résulte 
respectivement 
s> ala --1) — aa 


QUE mcm 9 
14 49d 2d +1 


a(a --1)d-(a--bax 


s 


Fwi 
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d'où, en vertu de la dernière équation (13), respectivement 


a — a p? aa +1) 
mms -| = 3 
(2a +r)’ (ala 1) * (2a + r) 


ce qui nous conduira immédiatement au but. 


II. Transformons le plan des x en posant x, = 1 : x, l'ellipse E(a) se 
transforme dans une ellipse C(a) de Cassini avec l'équation 


x 21 
(15) (a! + 81): —- LL zo, z,-— à +16, 
(t +1 a d 
ou bien en coordonnées polaires 
: ._ tos'o sin*c 
(16) al — L4 f. 
a + 1! a 


Par cette transformation l'intérieur et l'extérieur de E(a) correspon- 
dent respectivement à l'extérieur et à l'intérieur de C(a). 
Les formules (12) donnent dans ce cas 


d n 


x = s) GIU. sr S 
E n t+ n? 


d'où, en vertu de (14), respectivement, en coordonnées polaires 


costo sin* 


t 
a+ i a 


. 


(17 ) 
IV. Transformons le plan des x en posant x, = x?, l'ellipse C(a) de 
Cassini se transforme dans la courbe K(a) définie par l'équation en 
coordonnées polaires 
1 A 
cos’ ? sin” 2 


(13) PE ————— he ——— 3 
a Tt ea 


ou bien en coordonnees rectangulatres 


p (x3 $3) x a! (aa + 1)! 81 | 
(19) CG 0, = a + if. 
& aia i) aie +1) ja*(a +1) 
De plus l'intérieur et l'extérieur de C(a) correspondent, par cette trans- 
formation, respectivement à l'intérieur et l'extérieur de la courbe K(a). 


© 
1 


24 Af S 1 
En effet, nous n'avons qu'à remplacer, dans (17), r° et ọ par ret i 
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respectivement, ce qui donnera immédiatement l'équation (18) qui se 
transforme dans celle-ci 


: 24 +1 coso 
(20) ar = © — ————— ; 
aia +1) aia +1) 


d’où, en multipliant par r, puis en élevant au carré, l'équation (19). 
Comme une conséquence immédiate du théorème I, combiné avec 

les transformations qui nous avaient conduits de l'ellipse E(a) aux 

trois autres courbes E, (a), C(a) et K(a), nous aurons cet autre : 


V. Supposons a, > a 7» 0, chacune des elipses E(a) et E,(a) est 
enfermée par l'ellipse correspondante E(a,) et E, (a,), tandis que 
chacune des deux autres courbes C(a) et K(a) enferme la courbe cor- 
respondante C(a,) et K(a,). 


Les équations (3) et (4) donnent de méme : 


VI. Désignons par (x, B) un point qui ne satisfait. pas à la fois aux 
deux conditions 8 — oet — 1 3 - + 1, il existe toujours une et seulement 
une courbe E(a), E, (a), C(a) ou K(a) qui passe par ce point donne. 


Enfin, nous aurons immédiatement : 


VIT. Toutes les quatre courbes E(a), E, Ca), C(a) et K(a) sont des 
courbes simples avec l'origine comme point de rayonnement. 
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CHAPITRE Il. 


LA FONCTION GAMMA. 


V. — La constante d'Euler. 
Soit, pour z positif entier, 
` ! 
(1) U, —cp—UEURCER Ve „logn, 


je dis que nous aurons toujours 
(2) Cri C. 


En effet, la définition (1) donnera immédiatement 


= : f EC 1 
C,—t = — log(1— J— , 
— Cie = 
T EX n--1] n1 


d’où, en vertu de la série de puissances obtenue pour log(1 — x), 


! 1 t 
C, — Ensi —©@ + >> + r 
! au +1) 3(n+1) TERT 


et l'inégalité (2) est évidente. De plus, nous aurons * 


€, — Crai Z —— + — + t ——— . 
s ntt > afn antay — 2(n-r1) an(n +1) 


ou, ce qui est la même chose, 


1/1 1 
3 REY RE p 
(3) Cn— Un RSS n +1 


Posons ensuite successivement dans (3), 1, 2, 3, .... n— I au lieu 
de z, puis ajoutons toutes les inégalités ainsi obtenues, il en résulte, 
parce que €, — r, 


(4) Pb <>; te 
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Cela posé, les inégalités (2) et (4) donnent immédiatement, en vertu 
d'un théorème très connu, le lemme suivant : 
|. La suite illimitée de nombres positifs constamment décroissants 
(5) En (Gu s, 20 bs 


a une valeur limite finie et déterminée 


, 


z 1 d [ i 1 1 \ 
(65) C= lim (= + = bg host o iloga); 
ámm à 1 3 n J 


celle valeur limite est connue dans l Analyse sous le nom constante 
d'Euler ('). 


Posons ensuite, pour abréger, 


(7) a m toM a n IM 


nous aurons, en vertu de (1), 
(8) Sn = Cat loga <1 -+ logn, 
d'où, immédiatement, 


I I [j n+p 


n +1 neor ^ X m E n 
ce qui donnera, en vertu de (2), 


1 I [ nep 
: 2s < log < 
-1l U m | np n 


+ — “+ € 


(9) 


Remarquons maintenant que la série de puissances, obtenue poure”, 
donnera toujours, pour w positif, e?^—» 1r -- g, nous aurons, « étant 
positif, tandis que n désigne un positif entier, 


"EY 

i " de Xx 

(10) I EE L | « exis, pIa z(* P) N 
q 1 \ 


n + 7 n 


EI 


(1) II ze ene. ent 
q=1 : 


(!) Commentarii Academiæ Petropolitanæ, t. VII, (1734-35), vz4o, p. 157; Znstitu- 
tiones calculi differentialis, 1755, p. 144. 
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VI. — Valeur limite de Gauss. 


Désignons par x une quantité finie, n'étant pas égale à un nombre 
entier non positif, nous avons à étudier maintenant la suite illimitée 
de fonctions 


(1) Dos. Fox DER 254 Fa) 


où nous avons posé généralement 


= (n —1)!n* 
(2) D,(c)— — - , 
cTir--1]...GC + 8 1) 


A cet elfet, posons pour n°», 


I I 1 
Game tre... 
I 2 H" 


= logn = sa — logn, 


nous aurons, en vertu de la formule (6) du paragraphe V, 


lim a, = C 


et l'identité évidente 


n* — en logn = pis, TU, 


ce qui donnera, z étant supposé plus grand que l'unité, pour I, (a), 
cette autre expression 


(3) V.C) z lI — 
b f- = 


Cela posé, introduisons la transcendante entière du genre un, 
définie par le produit de Weierstrass (') 


p=» s 
I : a - 
iz y -er 1 + — a F 
(4) Fo) t 2 5). 
P 1 
où C désigne la constante d'Euler, nous aurons la valeur limite 


(5) lim P, (27) =F (c). 


naa 


(1) Mémoires de l'Académie de Berlin, 1876, p. 11-60; OEuvres, t. Il, p. 77-124. 
N 3 
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La valeur limite (5) est introduite dans l'Analyse déjà par Euler ( *); 
cependant c'est Gauss (?) qui a indiqué, le premier, le ròle fonda- 
mental que cette valeur limite joue dans la théorie de la fonction 
gamma. 

Le produit infini 


p=… r 
4 ` ee er 
(6) NET || 
r a 
Pd — 
p= P 


a été trouvé simultanément par Sehlæmileh (*) et Newman ( *). 

Supposons maintenant à la fois |z| 2G x et, en désignant par m 
un nombre entier non négatif, tel que [x + m|Z6 > o, puis désignons 
par € une quantité positive donnée auparavant et étant aussi petite 
qu'on le veut, il est possible de déterminer un positif entier N, de 
sorle que nous aurons pour z N, 


(7) [Fay — VF, (x) < t, 


quelle que soit la valeur, satisfaisant aux conditions indiquées, qu'on 
a attribuée à a. 

En elfet, l'inégalité (7) est une conséquence immédiate de la con- 
vergence uniforme, pour les valeurs susdites de z, du produit (4). 

Dans ce qui suit, nous désignons par Q l'ensemble des valeurs de æ 
qui satisfont aux deux conditions susdites. 

Remarquons ensuite que la valeur réciproque de F,(x) est, pour 
tous les z, une transcendante entière, et que la valeur limite F(x) a la 
méme propriété, puis considérons un positif entier quelconque, mais 
déterminé, z, l'ensemble de nombres positifs |V,(2)| obtenus en fai- 
sant parcourir à z l'ensemble Q a une limite supérieure G, < + et une 
limite inférieure g, > o. 

De plus, la limite supérieure G de la suite 


LITT 


(8) Gi Gn a, 


(1) En 1720 ( Correspondance math. et phys., t. L, p. 2). 

(3) OEuvres, t. llf. p. 145. 

(3) Grunert Achiv., V. IV, 1844, p- 170: #nalytische Studien, t. 1, 1848, p. 45. 
(*) Cambridge and Dublin math. Journal, t. IH, 1848, p. 57-60. 


WWwW.rcin.org.pl 


CHAPITRE HH. — LA FONCTION GAMMA. 19 
est finie, tandis que la limite inférieure g de cette autre suite 
(9) Ban Eh bb 6 Se ce GABINEY MATEMAT 


est plus grande que zéro. Towarzystwa Naukowego Wa 


Cela pose, il est trés facile de démontrer le lemme suivant : 


l. Supposons que x parcourt l'ensemble susdit Q, puis posons 


` 

r, pU) j rir) 

re — E Mn, ps F 
Pa) . 


(10) : E 
Lt) 


- 
Dapy 


où p désigne un positif entier quelconque, il est possible de déterminer un 
positif entier N dépendant de z seulement, de sorte que nous aurons con- 
stamment pour n=N, 


(11) LESE ARE 


€ désigne, comme ordinairement, une quantité positive donnée aupara- 
vant et étant aussi petite qu'on le veut. 


En effet, posons 


Pasal) — T, Gr) 4-05, 
nous aurons 
up = [T (7) — T4(07)] — (Te) — T4, (2)], 
ce qui donnera 
(12) ln pl £| Ce) — V, CGre)| + |F( i7) — Fosse). 


De plus, les définitions (10) donnent 


> H 


o - LN " -— - Ün. p 
mp — Wn (ar) ) n,p— T o(s) enar) 
d'où immédiatement 
, A > de 
(13) [95,5] loup lounl£ | pl, 


cr ar 
e 


g désignant la limite inférieure de la suite (9). 

Cela posé, les inégalités (7), (12) et (13) nous conduiront immé- 
diatement au but. 

La définition (2) de F,(æx) s'écrira sous cette autre forme aussi 


P - (n —1)1n* 
(14) T(r +1)... (2 + A=) ————— 
TEA 
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d'où immédiatement ces deux autres formules 


3 m(a-1)...(r + à —1) y. 
(15) ts | as r,i e y 
V(Y+1).,.(Y+nu—1) TE 
r f — à n*-! 
(16) (—1)» = ae 
|, n | Ká T) 


De plus, nous aurons, pour tous les n, 
Ln, 
ce qui donnera pour la valeur limite 


(17) INDE 


VII. — Propriétés fondamentales de gamma. 


Pour déduire des propriétés fondamentales de la fonction gamma, 
remarquons tout d'abord que la définition ( 2) du paragraphe VI don- 
nera immédiatement, pour tous les n, 


n 


Plt) — xT4UGC) 
p + TT 


ce qui donnera pour la valeur limite l'(æ) cette équation fonctionnelle 
(1) P(r += rir). 

d'où, plus généralement, z étant un positif entier, 

(2) lT(z--n)-—zcr(r-4-1)...(£4- n —10)T(x). 


Supposons particulièrement x = 1, la formule (17) du paragraphe VI 
donnera cette autre 
(3) Cin) —(n—1M. 

Posons ensuite dans (2) n + 1 au lieu de z, nous aurons, aprés une 
légère transformation, 


Ver + n1) 


(et n)T(.r)-— ———————: 
r(r--1)...(r -- n — 1) 


d’où, en posant r = — n, la proposition suivante : 
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l. La fonction gamma est une fonction meromorphe dans toute partie 
finie du plan des x, en admettant les pôles simples 


(4) EG, = —M G 1: 
le résidu qui correspond à x — — n est égal à 
x : ` (= 1)" 
(3) lim (x+ 5)T (7) = ——- 
r=-n n. 


La définition de T Cx) donnera de méme 


I n 


Lo 3) 2 Á—— …——  ——, 


z(1— 5)(1— F) zs a'—u—) m 


d’où, en faisant croître au delà de toute limite le positif entier z, cette 
autre formule fondamentale 


(6) V( 2s)F(r— x) 


qui est due à Euler ('). 
Remarquons que T(x) est positive pour des valeurs positives de x, 


sd 1 
nous aurons, en posant dans (6), x = =» 


UN Z 
(7) '(z)- + VT. 


De plus, la définition de Tp (x) donnera immédiatement pour n 7» 1 
ces trois autres formules : 


$ ` ^ x 
] . 2.4.6... (250 — 2) (27) 
2* T, (2m) ———————————— —— ÓHre € 
: 2r(2f--2)...(1» -- 271 — 2) 


PET 1 1-6... (24 — 3)(an)* I 
: »[2 +:) {ar 4- 1) (à F 3)...(a4 4- 3A —1) V^ 
Ee A 2.5.6...(3n —2) ae 
; 0) $i 128.57. 2 di a) V7 


d'ou immédiatement 


a? a Ge), (a t 2) r(2 Toa), 


(1) Noei Commentarii Academi Petropolitanæ, V. XVI (1771). 1772, p. 136. 
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ce qui donnera, si nous faisons croitre au delà de toute limite le positif 
entier n, 


(8) Vrliax)=Tix T (a "o | pitt, 
2 j 


Les formules (6) et (8) nous sont indispensables dans ce qui suit. 
La formule (8) est un cas particulier d'une formule plus générale 
trouvée presque contemporainement par Gauss (') et Legendre (?). 
La formule (6) du paragraphe VI donnera immédiatement cette 
autre 
É 


paa 
| ETE TENE Foe E 
(9) logT (4) Ca log a 2 |? 


log ( 1 + 2) , 
oü il est permis d'appliquer les valeurs principales pour tous les loga- 
rithmes, parce qu'ils sont tous réels pour. positif. 

Dans l'ensemble Q des valeurs de æ qui satisfont aux condi- 
tions |z3| G < z et ]a + m|z g 7 o, où m désigne un entier non négatif 
tel que mZ G, la série qui figure au second membre de (9) est unifor- 
mément convergente, et tous ses termes sont des fonctions analytiques 
de x. 

Cela posé, un théorème fondamental de Weierstrass (*) montrera 
que les dérivées d'un ordre quelconque de logl'(æ) peuvent être 
obtenues en dérivant terme à terme la série en question, ce qui don- 
nera, pour la fonction de Gauss (*) 


- T" (4) 
t àAT— »xrnr ^7 

(10) VFizx)= D, logT(x)= WE 
le développement suivant 

pe , X 
(11) Vi(r)c—G-a % P CN : ) 

amet P +1 T+p 

p=0 


et la série ainsi obtenue est de nouveau uniformément convergente 
dans l'ensemble Q. 


(1) Œuvres, t. I, p. 149-150. 

(?) Exercices de calcul intégral, V. |, 1817, p. 23. 
(3) OEuvres, t. II, p. 205-209. 

(+) OEuvres, t. WI, p. 153. 
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Remarquons encore que la définition (10) pour W(x) donnera ces 
deux autres identités 


S A "TT i 
(12) P'(a) — Tite) Wir), Del m lzm— 
Fir) 


qui nous seront très uliles plus tard. 
De plus, les formules (6) et (8) donnent pour W(x), 


(13) Wii eo) — Wir) = rcotrr. 
- - - 1 
(14) War) = Wr) pd E e a 1 loga; 
- 


nous mentionnons encore ces deux valeurs numériques 


(15 V'(1)— —C, 


(16) Win) — C + Ht- +... 


où # désigne un entier plus grand que l'unité. 


VIII. — Une valeur limite. 
Désignons par 
(t) dons your aus ver Opus 


une suite illimitée dont les éléments satisfont aux conditions sui- 
vantes : 
1° Pour une valeur quelconque de p, nous aurons 


(2) liu a, = A 


n= « 


pr 


où a, désigne un nombre fini et déterminé 

2? Posons pour tous les p, 
(3) (lp a — Gp E Op n). 
puis désignons par c une quantité positive donnée auparavant et étant 
aussi petite qu'on le veut, il doit étre possible de déterminer un positif 
entier N indépendant de p, de sorte que nous aurons, pour tous les p 


(4) CAMES A n?N: 
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3° La série infinie 

(5) de + A+ Ma, + An. 

est absolument convergente. 


Cela posé, désignons par A l'ensemble des nombres réels À tels que 
la série infinie nouvelle 


79 ` 
(6) Y am 
— 


est encore absolument convergente, puis désignons par g la limite 
supérieure de l'ensemble A, nous aurons certainement 2-0, parce 
que l'ensemble A contient l'élément À — o. 

Introduisons ensuite 2p paramètres finis 

i Luis ai a ciu Op 
(7) | y 


B ei Bor LB 
puis posons pour toutes les valeurs entières non négatives de z, 


I=. 
Vltatrats)...F(a,+n+s) 


(5) M= » =— FE- Asn: 
^ 4m CG nts). TG tna) *” 
LI 0 
T(8, + 2)T (B, nY T( B, + u) 
(9) B, = © ne 


l(z, +n)l(a+n)... Ta +) 
il est possible d'indiquer un positif entier 7», tel que pour z? m, les A, 
et les B, ont tous un sens, méme pour des valeurs zéro ou négatives 
entières des æ ou des B. 
Cela posé, nous avons à déduire la valeur limite 


(10) lim B,= Ya. 
‘=? 


pourvu que nous ayons pour le composant réel 
(11) ) — W(2 2-05 2-...- 45 — Bi P4 — . ..— D), 
une de ces deux inégalités 


(12) Azo, À <p; 


De plus, nous avons, sur la valeur limite (10), le théorème suivant : 
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l. Supposons pour $ = 1, 2, 3, .... p, 

(13) [ali — 56. 

puts supposons pour le composant réel (11) 

(14) lio  ASp—4, 


(0N pon em ES B E 3 i û 
où 6 désigne une quantité positive arbitrairement petite, mais d'une 
grandeur assignable, la suite 


(15) Bi Bis Bi eer I -i 


convergera uniformément vers sa valeur limite (10). 


A cet elfet, supposons tout d'abord, pour les paramètres (7), les 
valeurs entières non positives exclues, tous les termes de la suite (15) 
ont un sens, et les formules (15) du paragraphe VI et (2) du para- 
graphe VII donnent cette autre 


rs x+n) PODE) , : 
T ) 


(16) s s 
" y "y n) Fai) Cy) 
d'oü, en désignant par s un positif entier quelconque, 


T(r2-n--s)l'(v--4n)  V,(r)TusCy) - | 
LP(y--n--s)F(r-n)  Y,,4,Gc0) Eo) n j 


Posons ensuite, pour abréger, 


p 
- nly) Pasel Ba), 
(17) Heres 


ns EMLA 8) 


la série infinie B, se présente sous la forme plus commode 


: \h 
(18) B, = D (a T >) Asn Ains 


ri 


Quant à %,,, nous aurons pour tous les s, 


(19) lim 2, ,— t, 


de plus, posons 


Xy y — 1 7 Opus 


une combinaison des lemmes IH du paragraphe IE et I du para- 


X, D 
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graphe VII donnera toujours pour a2? N, 

(20) [9,4] — 5. 

quel que soit le positif entier s. 


Cela posé, introduisons un positif entier m qui croîtra au delà de 
toute limite avec z, mais de sorte que 


" n 
lim — — 0, 


LA - 
ce qui a lieu, si nous posons par exemple 
s= 
(21) m + 1> [Vu nm, 
puis posons 
(22) B, — B, + B5. 


où B, est la somme des m + 1 premiers termes qui figurent au second 
membre de la formule (18), puis étudions tout d'abord la somme B;. 
A cet effet, posons pour abréger 


è 


- ds 3 T 
(^ + — | == f 39, Asa 411 7i 0, n) 
L n ; 
s\à 
| M = ] Qu n 04,4 77 O4 E 9 04,4), 
À LL 


nous aurons constamment pour z ZN 
losn) <E 


et pourvu que 0557 m, ce qui donnera 


s—e >m azea 
aJ 3 3 

(23) B,— N as N sn As — 2 es 
— — - — 


s=ì „=ñ .=m+t 


Quant à la somme B,, nous aurons A70, ce qui donnera 


n? 


( 1+ — ] Ts, 
\ n 


puis désignons par À la limite supérieure de la suite 


[25] |t ul (s— m--1,m-r-2, ...), 
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nous aurons évidemment 


TE. "| — bw Alg 
(24) | M sal. 


s=m +l 
Cela posé, désignons par £ une quantité positive donnée auparavant 


et étant aussi petite qu'on le veut; il est possible de déterminer un 
positif entier N, de sorte que nous aurons pour n? N, 


2 m N LJ 
j i 9 € *" , 8 
LA << 3! N 5, ua 0,| S z? N As. 3' 
s=0 5 — Hn ed 


ce qui donnera finalement pour #7 N, 


— 


B, — + a,| LE. 
Dans la démonstration précédente, nous avons supposé 
(25) |z,-- r— 1|zg 2 o, Io, rijg >o ET AR PE r 
tandis que r désigne un positif entier tel que r 2 G +1. 
Or, supposons égale à zéro la limite inférieure de [x + r — 1|, puis 
posons B = x +r, nous aurons, q étant un positif entier suffisamment 


grand, s | 
l(x--42)—T($--4—"r) 


ce qui montrera comment on peut modifier la démonstration précé- 
dente dans le cas où toutes les conditions (25) ne sont pas remplies. 
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CHAPITRE IN. 


LA FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE. 


IX. — L'équation différentielle de Gauss. 
Des intégrales particulières des équations différentielles obtenues 
en transformant des cas particuliers de l'équation de Gauss 
(1) rfi) + [7 — (a 4 B +1)z]y — aby —0 


se présentant souvent dans nos recherches suivantes, il nous semble 
utile de donner ici l'intégrale complète de l'équation générale susdite. 

A cet effet, cherchons tout d'abord une intégrale particulière de (1) 
sous forme d'une série de puissances 


LL = 
- 
(2) Ta D a,c**^, "Nr 


supposée convergente, c'est-à-dire que les différentiations exigées de 
l'équation (1) peuvent être effectuées terme à terme. Introduisons 
ensuite dans (1) les séries de puissances obtenues pour v, y’ et y”, 
puis cherchons le coefficient complet de la puissance 


rê tu 


nous aurons, pour 22 1, la formule nécessaire pour la détermination 
des coefficients a,, 


(3) (Kk rc n)(k a n —1-2 y)a,— (k + n —1-- ax)(& + n —1-- B), 
et dans le cas n — o, 


(4) k(K—1--7)-—0, 
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ce qui donnera, pour l'exposant inconnu A, les valeurs suivantes : 
k —o, kK—t'—73, 
d'oü, en vertu de (3), respectivement 
181a; (xA AT D 1) ur alm (a — P TEES. En) a 


Cela posé, introduisons la fonction Aypergeometrique F(2, B, v, x), 
définie pour |x| « 1 par la série de puissances 


TOE -8 (z+). P(B 1) 
(6) Fa, B. y, art LE m4 SH U-PAPAPU eu 
TT, 1.2.9 (y +1) 


nous aurons, en vertu de (5), ces deux intégrales particulières de (1), 
(3) yim Fo B. ys ry ys ar! YF(x — 32-1, 8 — y --1,3— 7, x), 


valables toutes les deux, pourvu que |æ] <1. 
De telles intégrales particulières sont désignées comme indepen- 
dantes si une relation de la forme 


My: By; o. 


où les coeflicients A et B sont indépendants de x, n'est possible que 
dans le cas trivial A — B — o. Cette définition adoptée, nous verrons 
que les deux intégrales particulières (7) sont certainement indépen- 
dantes, pourvu que y ne soit pas égal à un entier. 

Supposons que y — r, les deux intégrales susdites deviennent 
identiques; une seconde intégrale particulière est, dans ce cas, repré- 
sentée par la valeur limite 
(8) in. 

D ee 
Pour toutes les autres valeurs entières de +, une seule des inté- 
grales (2) deviendra illusoire; il faut remplacer y, et y, respective- 
ment par 


selon que y «1 ou y > t, et puis appliquer des valeurs limites ana- 
logues à (8) pour obtenir deux intégrales particulières indépendantes. 
Pour trouver des intégrales particulières de l'équation de Gauss, 
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appliquables pour |x| 7 t, nous avons à transformer l'équation sus- 
dite en introduisant, comme variable indépendante, la valeur réci- 
proque de +, ce qui donnera l'équation nouvelle 


(9) (1i — æf") [Go -84-n—yz]zf (5) - ager) o, 


où nous désignons par 


. ' , ` I 

' que deviennen s Gers s v remplacons 3 par —: 

ce que deviennent f (3, et /” (s) si nous y remplacons 3 par = 
Posons maintenant 


y-f( z ) 


puis différenttons deux fois par rapport à æ cette identité, nous aurons 
les formules différentielles 

^ SEEN dy SE e y : dy 
(10) D)" de 4 et 
d’où immédiatement, en vertu de (9), cette autre équation différen- 
tielle 


(rr) i ar-r)y'-[y—a—(a--23—1i)]cy-—2x5»y—9 


qui est de la même forme que (1). 

Introduisons ensuite dans (11) la série de puissances (2), le 
procédé que nous venons d'indiquer donnera, si nous remplacons 
ensuite a par sa valeur réciproque, ces deux intégrales particulières 
de (1), 

EZ a *F(2, a= yth a +1, = j 

(12) { 
|». E sr(3, By, Bat dr 

r z 


valables, pourvu que |r| 7 i. 
Posons maintenant dans (1), 
a (75s, s = ay, 
les identités évidentes 


y i . , - "99 (ò +1) 
(x) =x (s = = z), T CE a 5 
/ 1 


a 
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donneront, au lieu de (1), cette autre équation différentielle 


p. prr —r)s- [y — 29 — (a t B — 38 4- 1) c aer! 
| l &1d(8 — y 1) + [004 8—8) — a8]2 12 —0 


qui admet les intégrales particulières 


to 


OA) y= Fu Byr) re F (ay +, yH a 7), 


Fiet "F(a, 2—y Hi, a — 41, =) 


A 


= ih 8F(6, 8—y+1,B—a+r, 7), 


(135) | 
alables selon que [x] <1 ou fx > 1. 

Transformons ensuite l'équation (13) en introduisant a? comme 
'ariable indépendante, les formules différentielles 


i ly : "n : 
PNR. Spies i y 3E UE. 
, ir dx - Art dr? pe? dx 
où nous avons posé 
y —3 T. - Ja 


. à ^ RS »3 . (ane . 
donnent, si nous remplacons encore 4 par = 2, l'équation différentielle 
suivante : 


24 —20—1 1 z : 
{1 a3y3* 4 E — —— 320 ID 20 + |» 
* s T : 
(16) 


İğ — 325 ; 
«| Glo —1y—2) 


zi bàla +28 — 5) —4aB 


E= 0, 


qui possede les intégrales particulières 
(172) i7 2? F(a, 8, 7, 2°), 


yi artc F(a y, $—y 4-1, 2—3, a), 


* Y d f 1) 
= d | a, € —y-1,X—b-rl, zr 
(18) k Wo 


applicables selon que |z| < Tas 
Enfin, prenons dans (16) x comme variable indépendante, nous 
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aurons 


2y — 20 —1 Å 
(17i c?) y^ 4- ED + (24 + 28 — 26 +1) y! 


T 

(19) AS | 
d 10(0— 37 — 2) E 2 4 TAA. 

*j——daB—— —|9G«-r3p— 0) E e y tY = 0; 
p? | 


dont les intégrales particulières se déterminent immédiatement si 
nous remplacons, dans (17) et (18), æ par za. 


X. — Sur une valeur limite. 


Le théorème 1, démontré dans le paragraphe VIII, donnera immé- 
diatement la valeur limite 


(1) lim F(x, -+ n, y+ n, s) =m), 


A 


où n désigne un positif entier tandis qu'il faut supposer finis les trois 
paramètres 2, B et y et, de plus, [x] <r. En outre, nous aurons la 
proposition suivante : 


l. Supposons 
(2) |a] G IBIG, I»! G, || 21 0, 
la fonction hypergéometrique F(a, B + n, y + n, x) convergera unifor- 


mement vers sa valeur limite (1). 


Or il est possible de généraliser beaucoup et la valeur limite (1) et 
la proposition I. 
A cet effet, désignons par Q l'ensemble de toutes les valeurs com- 
plexes de y qui satisfont à la condition 
|y -n|292 0, 
où n est égal à zéro ou à un négatif entier quelconque, puis supposons 
finis x et B et|xz| «1. Nous aurons à démontrer la valeur limite 


(3) lim F(a, Ñ+ y, y, 2) — (1— 2), 
\YI= 


où y doit varier, de sorte qu'il appartienne toujours à l'ensemble Q. 
De plus, nous aurons aussi le théorème suivant : 
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Il. Supposons à la fors 
(4) la|: 6, (8126, |e] =1— 3, 
puis dèsignons par s une quantité positive donnée auparavant et qui soit 


aussi petite qu'on le veut ; il est possible de déterminer un nombre positif R, 
tel que pour |v| ZR, nous aurons constamment 


(5) [Fa 83-9, 7. v) — (1— ry *| — 6, 


pourvu que y appartienne à l'ensemble Q; c'est-à dire que, dans ce cas, la 
fonction hypergéométrique F(x, 3 + y, y, x) convergera uniformément 
vers sa valeur limite (3). 


Quant à la démonstration de la formule (1) et du théorème que nous 
venons d'énoncer, nous posons pour abréger 


4 TE. . a S = 
(Dy Lx 1)...lH29 + Ai nt 11 p 
u 


las TUE Ty di 
7 tIi)(y +t 23)... (y t m — 1) 


ce qui donnera, pour la fonction hypergéométrique en question, cette 
autre expression 
> ~ [— a 
6 Fa ro TS © — à im }æ"P : 
(6) F(x, $ -- 7,9, c) 2 1) [ m )z"P. 
"n o , 

de plus, nous aurons, en désignant par p un positif entier quelconque, 
(B ++ mi 3 tyt mi) (5 +7 km+p—t) I^... 

+ p—1) 


(9) Pass 


(y +m){y+ m +1)...(7 4 m 


Cela posé, déterminons un positif entier 2 qui eroitra au delà de 
toute limite en méme temps que |v|, mais de sorte que a : |] s'éva- 


nouira, ce qui a lieu si nous posons par exemple 


(5) n ei |vyl n. 


Posons ensuite 


(9) F(a, 5 + hj t) + B,, 
où 
"E | 
: E f — X 
(10) &,— M (—1" znDP,; 
a 2 { m J d 
m =0 


nous avons tout d'abord à étudier la somme A,. 
N. 5 
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A cet elfet, appliquons l'identité évidente 


5 2 Ea Li 8 
mj 
yor jt 
le lemme II du paragraphe II donnera 
/$--3--r 3 y + | — I6] 
(ur) VE ft ice PT PA 1 E 
yc" y+r a|y i- r| — 318] 
c'est-à-dire que nous aurons constamment, pour rSn, 
aly| - 24 — | 3 
(12) 14.1 — ll L —4. 
3|7| — an — 316 
Posous ensuite 
(13) Pau = L-E 05. 


nous aurons, en vertu de (11), (12), et du lemme I du paragraphe Il, 


' m-i 
TRS "uen. 
4- |j|—" 


"zi 


d'ou, à plus forte raison, pour s n 
1 kn | 5| 


(14) loal < ET 7 


Or, supposons [y|23, ce qui est permis; nous aurons de même 
2n < |\yl, d'où en vertu de (12) et (14), 


ar 
i 


1 
3l D APE 5 
(15) DAEs 31712 Ed 116 El Án (m - n), 
Iz|— 218) Il 
ce qui donnera de méme 
(16) [Pu] mon A, (m 7 n). 


Cela posé, nous aurons évidemment 


P = VSA 
^ /—a ^ [— &* 
(17) (1-2) A, = N ("t Jar-— (—0'l | «nme 
— " — TM 
rzn-91 r=0 è 


d’où, en supposant remplies les conditions (4), 
* 


1 "E D ; G deu di E 
(18) ju — 7)7* — A,| — Nori ji Ji — 3) 4 4,0 $ 


rænt 
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où nous avons posé pour abréger 
| 
se- Biye TI" s 
(19) it SPURS Jr >h 
[yl—2G Iyl 
Quant à la seconde partie B, de la fonction hypergéométrique définie 
par la formule (9), supposons d’abord 
u(y + m 1)> 0, 
nous aurons aussi 
|y m rrt 
r étant un positif entier, ce qui donnera, en vertu des formules (7) et 
(11) du paragraphe V, 


rap 


Pasal <1Pul EEG 
, ! 


&l 


r 


| : |P | e31 pl, 


d'où, à plus forte raison, paree que n > o, 
(20) (Prep < [Pu [ell (on -i p yt, 


Supposons ensuite 
T (M ])« — h, 


où œ désigne un positif entier, nous aurons, pour m 5o, en vertu de la 
formule (10) du paragraphe V, 


r H-1 


Or, supposons m? n + 1, nous aurons toujours 
mc |y «n 1)? m, 
ce qui donnera finalement, pour = w, 
(21) Pale ml3l — (1 + 2, ) nl, 


où À, est le nombre positif défini dans la formule (15). 
Quant à P,,,, nous trouvons 


lc 
[Parl s [Pa]: [ t d 
7 + 6) 


< LATE "i E 


OON om “ . ^ DUO 
où © est la quantité positive qui figure dans la définition de l'en- 
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semble Q; c’est-à-dire que nous aurons, en vertu de (21), 


«ux 9 0-4 DE i 181 |- 


\ [7] 


(22) Piei 


Soit ensuite p un positif entier, nous aurons, en vertu de (20) 
ct (22), 


(23) [Pupil SU + hy re pl 


elBl( oy + p + 1)'!?l. 


û j 
Cela posé, combinons les inégalités (16), (20), (21), (22) et (23), 
nous aurons finalement, pour zt > n, la valeur majorante 


(a4) [Palan da) (ee Temm, 


ce qui donnera immédiatement 


- STU ILE E. NES SAI 
(25) IB, | G4.) 1 UE Jei hos (—1) ( x J* |^, 


G n +1 


et, en particulier, pourvu que les conditions (4) soient remplies 


: E G ` f—6G Apo 
(26) |B,] G0 e X) 19 Jef > = 7 Ji ari, 
r=n+rt 
où A, désigne le nombre positif défini par la formule (19). 
Il saute aux veux que les formules (17) et ( 25) donnent immédia- 
tement la valeur limite (1), tandis que le théorème Il est une consé- 


quence des formules correspondantes (18) et (26). 


XI. — La formule de Gauss. 


Pour étudier sur la circonférence du cercle ||] — 1 la fonction hyper- 
géométrique F(x, 2, y, 2), nous posons æ= e^, où Ü est un angle 
réel, puis désignons par w, le terme général de la série susdite, la 
définition de la fonction l', (2) donnera immédiatement pour w, cette 
expression 


(1) Uy —— 
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Supposons ensuite 
(2) U(y—2—6)>0, 


et que y ne soit égal ni à zéro, ni à un négatif entier, la formule (1) 
montrera clairement que F(x, 8, y, e") est absolument convergente 
pour toutes les valeurs réelles de 0, si nous supposons encore finis 
les trois paramètres x, B et y. 

De plus, nous aurons les propositions suivantes : 


l. Soient a, B et y des constantes finies fixes, telles que les conditions 
susdites sont remplies, la serie hyper géométrique Y (a, D, v, e?) est untfor- 
mément convergente dans l'ensemble des valeurs réelles de ) qui satisfont 
à la condition |0] SG. 


GA BINET MATEM 


H. Supposons 
p] LET 'L] d 


ABC WELL 
(3) xl£G, IISG, |y|[5G, |y--m|2ig20, 8(y—«—Bp)2g >o, 

où m designe un entier non négatif tel que mz G, la série hypergéome- 

trique F(a, Ms Y, L) est toujours uniformément convergente. 


Cela posé, un théorème fondamental de Weierstrass (') donnera 
cette autre proposition : 


II. Supposons remplies les conditions (3), puis attribuons à deux 
quelconques des trois paramètres œ, 8 et y des valeurs fixes, la fonction 
hypergéometrique F( x, b, v, 1) est une fonction analytique du troi- 
sieme des parametres susdits. 


Pour déterminer maintenant la somme de la série F(x, 8, y, 1), 
nous prenons pour point de départ les deux identités 


T > à TAA Ue a 
(4) Fa +1, 5, y, 1) Fa, 6, y, 1) — - F(x 1, 8 2-1, y +1, 1), 
y 
Ep : | 23 ; : 
(9) FC, B, y. ) — Fa, 8, 9 2-1, 1) — ————— F (a -F 1, B 1, ya, 1), 
TU 1) 


déduites immédiatement par un calcul simple. Remarquons ensuite 
que Fix, B, v, 1) est évidemment symétrique par rapport aux deux 


(1) Œuvres, t. M, p. 205-209. 
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paramètres x et B, la formule (4) nous donnera une identité analogue, 
si nous y permultons x et 6. 
Appliquons ensuite sur le n*"* terme de la série 


BF(a, +1, y 4-1, 1) 
l'identité évidente 


B+n=(y+n)+(f— y) 
nous aurons 


(6) BF, 8 +1, y+, 1) = y Fa, 8. 7. 1) —(y — B)F(a, 8, y+ 11); 


d'où une nouvelle formule analogue en permutant x ct 6. 
Posons maintenant dans (6) z +1 au lieu de z, puis éliminons, en 
vertu de (4), la fonction 


F(x--1. BHi y -- 1, 9). 
il en résulte 
(7) yF(a, B, y, n) —(y —B)F(a +1, B, y i 1, 1); 


posons encore dans (4) +7 au lieu de y, puis éliminons, à l'aide 
de (5), la fonction 

nous aurons de méme 

(8) aFia +1, B, y - n tly x)F(o, B, y m1. = y F( B, y. 1). 

d'où finalement, en vertu de (7), la formule récursive 


(y—a)(y —6) 


(9) Fa, 6, y. 1) — Fix, B, y 4- t, 1). 


yi ew 3) 

Or, il faut remarquer que la formule (9) n'est démontrée que dans 
le cas où (y — x — B) 1; cependant la proposition HI montrera 
que notre formule en question est applicable, pourvu que les condi- 
tions (3) soient remplies. 

Posons maintenant dans (9) successivement y +1, y +2 
Yo- n —3 au lieu de y, puis multiplions toutes les équations ainsi 
obtenues, nous aurons la formule plus générale 
) 


: : — F(x, 5, y -- n, 1) 
L,g—2z).4—828 eur d 


w 


Caly) Ea(y — 2 


(10) F(a, B, y, 1) — 


de sorte que la valeur limite évidente 


lim Fax, $, y -n,1)—t, 


n 
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donnera immédiatement la formule fondamentale de Gauss ( ' ) 


Foro, x 


J 
5 


(11) F(x. B. 7,1) j 


LOLS 


L(y— 2) (7 — 


valable, pourvu que les conditions (3) soient remplies. 
C'est précisément la formule (10) qui a conduit Gauss à la décou- 
verte de la fonction gamma représentée comme valeur limite de P, (a). 


XII. — L'intégrale eulérienne de premiére espéce. 


La formule de Gauss que nous venons de démontrer nous fournit 
un simple moyen pour la détermination de l'intégrale eulérienne de 
première espèce (?) : 


(1) | trt (i — ep idt= Bic. y), 


où il faut supposer 
(2) Ur)>o, WM(v)— 0 


A cet elfet, appliquons la formule binomiale, nous aurons pour 
0 c Jel <1 


n— - 


y cas (7 — late 


H 


~ 
~ 


" 0 


où la série qui figure au second membre est uniformément conver- 
gente, par rapport à / si nous avons 


0-60 (^ 1—9,— 1, 


tandis que tous ses termes sont intégrables par rapport à z de ¿= o 
à £— 1, pourvu que la première des conditions (2) soit remplie. 
Etfectuons maintenant formellement sur tous les termes de la 


(1) OEuvres, t. IM, p. 147. 

(3) Commentarii Academiæ Petropolitanæ, t. V (1730-31), 1738, p. 36-57. Voir, du 
reste, les cilations dans mon Traité Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 131, 
Leipzig, 1906. 


WWwW.rcin.org.pl 


40 PREMIERE PARTIE, — APPLICATIONS DE LA FONCTION GAMMA. 


série (3) les intégrations susdites, nous aurons la série 


noe 

: 4 y —1 1 Tees 

r = af» = , " m \ 

(4) Xí "n" ( z e = = PO Vs Let rt, 1), 
n=0 


qui est absolument convergente, pourvu que #(y)>0o. 
Posons ensuite à = x -- zB, x et 8 étant des nombres réels, puis 
supposons 


nous aurons pour x >o, tandis que # désigne un entier non négatif, 


1-0, 


quane tque 


dh, 


| pn P 
VE 


c'est-à-dire que la série obtenue formellement en intégrant terme à 
terme par rapport à 4, la série qui figure au second membre de (3) 
est uniformément convergente dans tout l'intervalle o*771, ce qui 
donnera 


X Hn’ 


La 
Biz, y) —F(ü—), zr. x1, 1), 
A y 


ou, ce qui est la même chose, 


1 ` * 

^ Fir)F(y) 
5) Es Lyr 7! dt Y——— 
w | : Vr y) 


Posons dans (5) ¿ = sin?2, nous aurons 


" 1 à : : 1 F(t) 
(6) | (cosg}9-1 (sing)! dg = - =m, 
“0 2 lr +- y) 


formule qui équivaut à (5). 
Considérons encore l'intégrale plus générale 
m 
(7) | tr — NT — En) P dt, 
vo 
où il faut admettre 
(8) t(a)>0, M(y—a)>o, |z|<ı. 


Développons ensuite, à laide de la formule binomiale, la puis- 
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-~n 
- 


sance (1 — £x) ^; un procédé analogue à celui qui nous a conduit à 
la formule (5) donnera ici, en vertu de (5), 

pl 

| (x1 (1 — £)Y75—! 1 — tx) 8 d, 

9 


, E ry) 
(9) AAAA ed a FCST(y —aj 


où il faut supposer encore que y ne soit égal ni à zéro, ni à un négatif 


entier. Multiplions par 1 : '(y) les deux membres de (9), la condition 
susdite peut être supprimée. 

La formule (9) est un cas particulier d’une formule beaucoup plus 
générale trouvée par Kummer ('). 

Les démonstrations appliquées dans ce paragraphe et daus le pré- 
cédent sont tirées de mon Traité de la fonction gamma (°). 


(1) Journal de Crelle, V. XV, 1835, p. 138 ff. 
(*) Handbuch der Theorie der Gammafunktion, p. 56, 131, Leipzig, 1906. 
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CHAPITRE IV. 


SUR UNE CLASSE DE SÉRIES INFINIES. 


XIII. — Application d'un théoréme de Weierstrass. 


Désignons par Q, la frontière À y comptée, un continu simple avec 

B l l 

l'origine O comme centre de rayonnement, puis définissons dans Q 
B 

une suite illimitée de fonctions 


(1) Fr) Fix Ex» y EA. 7.4 


qui satisfont aux deux conditions suivantes : 

1° La fonction F, (a) est, pour une valeur quelconque de n, analy- 
tique dans Q; 

29 F,(x) a dans l'origine O un zéro précisément de l'ordre n. 

Cela posé, désignons par g la limite inférieure des rayons vecteurs, 
comptés de O aux points de la frontière À, toutes les fonctions de la 
suite (1) sont analytiques pour [r|-g — 2; c'est-à-dire que nous 
aurons, pour une valeur quelconque de z, une série de puissances de 
la forme 


(a) Falt) E= bn oTt b, 2884 b, ant, . 


dont le rayon de convergence ne peut jamais être plus petit que g, et 
nous aurons de plus, pour tous les z, 


l +) [bno] > ©. 
Nous supposons ensuite que la série infinie 


(4) f(z)2 M F,r)-- AFi (7) 47... A,F, (n) 4-..., 


dont les coefficients A, sont indépendants de +, soit uniformément 
convergente dans le continu Q, la frontière À y comptée, ce qui 


WWW.rcin.org.p 
zin.org.pl 


CHAPITRE IV. — SUR UNE CLASSE DE SÉRIES INFINIES. 43 


donnera, en vertu d'un théorème fondamental de Weierstrass (*), que 
la somme f(x) de la série (4) est dans le continu Q, la frontière À 
exclue peut-être, une fonction analytique de x. C'est-à-dire que la 
série de puissances obtenues pour /(x) : 


(5) f( om) dot AE + d, xum ts, 


à son rayon de convergence égal à g au moins. 
De plus, le théorème susdit de Weierstrass donnera pour les coeffi- 
cients a, de la série de puissances (5) cette expression générale 


(6) An by n V. ns bin 1 A, Porn bio Nas 


Inversement, supposons donnée la série de puissances (5), puis 
supposons possible, avec les propriétés susdites, la série (4), où les 
fonctions F,(z).sont données, les formules (6) et ses analogues nous 
permettent de déterminer successivement, à l'aide des coefficients a, 
de la série de puissances donnée (4), tous les coefficients A,. Posons 


(7) A, o n ot And rc À Ann Ans 


les coefficients «,, sont parfaitement déterminés par les coeffi- 
cients b- qui figurent dans les séries de puissances (2) et les ana- 
logues; c’est-à-dire que les coefficients œp, deviennent les mèmes 
quels que soient les coefficients de la série de puissances (5). 

L'équation (6) montre clairement que la déterminatiou (7) de A, 
est univoque, pourvu qu'il existe, et la possibilité de la résolution des 
équations (6) est une conséquence immédiate de l'inégalité (3). C'est- 
à-dire que le développement (4), supposé possible, est parfaitement 
déterminé. 

Ces remarques préliminaires faites, nous avons à démontrer, sur la 
série (4), les théorèmes fondamentaux suivants : 


I. Soit m un positif entier déterminé, la nouvelle série infinie 


T Şi Asan, ta) 


, m 


est aussi uniformément convergente dans le continu Q. 


(1) OEuvres, t. M, p. 205-209. 
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En effet, soit 


R, Cr) — Ansa Fast) + A s43F 0427) + JL 


le terme de reste de la série donnée (4), puis désignons par £ une 
quantité positive donnée auparavant et étant aussi petite qu'on le veut, 
il est possible de déterminer un positif entier N, tel que nous aurons 
toujours pour z2 N 
| R, (7) |  «. 
quelle que soit la valeur de x prise du continu Q. 
Supposons ensuite |z| 2 R 77 o, nous aurons de méme pour n ^ N 


|" | MS 


n 
PLU A [TR 


de plus, nous aurons, pour |z|5 g — ò, la série de puissances 


> (a, r= Ao Dos a: Ai bi s —. *.c A544) 2*7, 


$—n^l 


Rs) 


qu 


où n désigne un positif entier quelconque, égal à r au moins, et la 
convergence uniforme dans le continu Q de la série (8) est évidente. 
Désignons maintenant par 


(9) Por Pis Par er Pas 


une suite illimitée qui ne contient pas l'élément zéro et telle que la série 
de puissances 


=e 
" y - 
(10) Ga) > b, rone p LT, 


r=0 


formée à l’aide de (2), a, pour tous les n, son rayon de convergence 
plus grand que zéro, nous aurons le théoréme suivant : 


Il. Supposons que la série de puissances (5) soit développable dans une 
serie de la forme 


(11) fr) B,G,(7)4 B, G, (m) +... + B,G, (xr) 2-..., 


dont les coefficients B, sont indépendants de x et qui est uniformément 
convergente dans un continu simple avec l'origine O comme centre de 
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rayonnement, le coefficient général B, se détermine à l'aide de la for- 
mule (7), st nous y remplacons simplement a, par a, : 9,5 c'est-à-dire 
que nous aurons 


Li n 
: Ar när 
(12) B, = pp ER 
-— 2, 


r o 


En effet, nous aurons, en vertu de (10), au lieu de (7), celte autre 
formule 


(13) da= Ya D br, rB,. 


Il est digne de remarque que la formule ( 13) donnera immédiate- 
ment cette autre proposition : 


II. Supposons que la série de puissances 
(14) Ji Gr) — a9 + d, 9,0 + 049,21 +... 


att son rayon plus grand que zéro, supposons ensuite que les deux séries (4) 
el (11) existent avec les propriétés susdites, nous aurons pour tous les n 


(15) B, = As. 


Ces deux derniers théorèmes, presque évidents, jouent un rôle fon- 
damental dans la théorie générale des séries de la forme (4), parce 
qu'ils nous permettent de déduire par des principes tout à fait élémen- 
taires toutes les séries connues de ce genre, sous forme beaucoup géné- 
ralisée, et un grand nombre d'autres séries. 


XIV. — Étude d'une série particuliére. 


Pour obtenir un exemple élémentaire des théorèmes développés 
dans le paragraphe précédent, prenons pour point de départ la série 
de puissances 


(1) JG) — ay - aum art +... aux" uuu, 


qui a son rayon de convergence égal à R, la règle de Cauchy (') pour 


(!) Cours d'Analyse de l’École Polytechnique, V. 1, 1821, p. 318. 
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la multiplication de deux séries de puissances donnera immédiatement 
ce développement 

(2) et f(z)— A+ Aix + Asa... Am" 4... 

où nous avons posé généralement 


A y D Fe "s cá (—1)a, 
he 3 A Cu 


(3) A= T — 7 
LH 1i 


et où la série de puissances ainsi obtenue a précisément le rayon de 
convergence R. 

Cela posé, nous aurons pour la fonction f(x) un développement de 
la forme (4) du paragraphe NIH; savoir, 


(4) Has > A," e; 


le continu Q correspondant est composé de l'intérieur et de la circon- 
férence du cercle |x| = R -- à ; de plus nous aurons 


(5) F.(r)— £"e*, 
et pour le coefficient général 5, , l'expression suivante 
(6) Dre 


c'est-à-dire que ce coefficient est indépendant de n. 

Comme une application du théorème II du paragraphe XIII, nous 
avons tout d'abord formellement à déduire un développement de la 
forme 


nox ow 


(7) f(x) X Ban (i— a) " 


nu 


A cet effet, nous écrivons sous la forme suivante la formule (7) 


E B. 
Fiv n) 
o 


Jo) 


LES 


F(»3- n)z"(1— r)-"-", 


de sorte que nous aurons pour tous les z 


M "he lt = ten I \ ri npo r) Hi. 
ux a a es ~ P(v 4- n) dd r! S 
r=0 
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c'est-à-dire que nous avons posé généralement 


: EUN REFS EN Ta mit 
nr = V(v +n+r)= rlT(w + n)( 1 ( x ) 
de sorte que la formule (12) du paragraphe NIII donnera immédiate- 
ment 


= s ar UHR —1\ T 
(8) B,=  (—1) piste) 
r=0 


Pour déterminer maintenant d'une manière rigoureuse l'existence de 
la formule (7) et pour déterminer son domaine de convergence, écri- 
vons sous la forme suivante la formule (7) : 


n- - n » 


c ~ w y 
N a," —(1 — £) vN b, ( —— }", 
-— — M uod d 
n 0 n=0 


nous aurons, en posant 


cette autre formule équivalente 


^ Y \, * 
(9) Cr) "Na,( — }" WV B, y^. 
. per | 1+) — 
n ð 1 y n o 
Cela posé, remarquons tout d'abord que la fonction qui figure au 
premier membre de (9) est certainement analytique aux environs du 
point y — o, la série de puissances qui figure au second membre de la 
méme formule a certainement son rayon de convergence plus grand 
que zéro. Soit ensuite v =æ une valeur singulière de /(æ), la fonc- 
tion qui figure au premier membre de (9) a la valeur singulière cor- 
respondante 


a 
(10) g= 


1— a’ 
de plus, nous remarquons expressément que la fonction susdite a 
généralement la valeur singulière y = — 1 qui correspond à x — c et 


4 n 


est généralement valeur singulière pour le facteur (1+ y)" aussi. 
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Soit maintenant A l'ensemble formé du nombre 1 et les valeurs 
absolues des nombres obtenus par (10) quand x parcourt l'ensemble 
des valeurs singulières de la fonction donnée f(x), puis désignons 
par 7 la limite inférieure de À, nous aurons toujours 


( 11) LEE ar 


où R désigne le rayon de convergence de la série de puissances 
donnée ( 1). 
En effet, l'ensemble A contient l'élément + 1; de plus, soit 


_ ,m 
a= pe 


une valeur singulière de f (a), nous aurons toujours o2 R, d’où 


1 p! 51 3 R: 


x 


bi & 


1— ap cos0 + g* (1 +8} (1 + ny" 


ce qui donnera immédiatement les inégalités (11). 

Quant au rayon de convergence a de la série de puissances qui 
figure au second membre de (9), nous aurons ensuite a — r; c'est-à- 
dire que la série qui figure au second membre de (7) est absolument 
convergente pourvu que 


t —— c 


Tr 
(12) ——| <a, 


de sorte que nous avons à étudier séparément les deux cas suivants : 
1° Soient a = 1, c = x + tQ, nous aurons immédiatement, en vertu 
de (12), 


(13) ZE =! 


2% Dans le second cas possible a — 1, la condition (12) est remplie, 
pourvu que z soit situé à l'intérieur du cercle L (a) avec l'équation 


a \2 E 
(14) (x + ) +8= = 


pL 
1— a*, (1— a} 


dont les points d'intersection avec l'axe réel ont les abscisses 


( 15) — — — 9 
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On voit que l'abscisse positive qui figure dans (15) est toujours, 
. 1 
pour a < 1, plus petite que =: 


Cela posé, notre série (7) est évidemment uniformément conver- 
gente, pourvu que 


-l 
| 
NET 
5 
a 
c» 


` N pal Der . S . . " , s 
où ô désigne une quantité positive, mais arbitrairement petite, d’où 
la proposition suivante : 


I. Soit a le rayon de convergence de la série de puissances qui figure 
au second membre de (9), la série (7) est toujours uniformément conver- 
gente dans l'intérieur et sur la circonférence du cercle L(a — 9), et ce 
domaine représente certainement un continu simple avec l'origine O 
comme centre de rayonnement. 


Supposons a = r, les abscisses (15) deviennent respectivement 


c'est-à-dire que le cercle L(1 — 2) est arbitrairement grand et son 
point d'intersection avec l'axe positif est aussi rapproché de la 


. l ; 
RN en à |! velit. 
ligne [rM x qu on Le veul 


Il est digne de remarquer, ce me semble, que la proposition élé- 
mentaire | contient la théorie complète des séries de fonctions qui 
sont des généralisations trés étendues de la fonction hypergéomé- 
trique ordinaire 


XV. — Sur une transformation générale. 


Pour donner une application plus générale du théorème H démontré 
dans le paragraphe NIII, nous introduirons les 2p paramètres finis 


| Lys Xas Xyp ssas Lire 


desquels aucun ne soit égal à zéro ou à un négatif entier; puis nous 
N : 
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poserons généralement 


(at n)P(a4- n)... (x, +) 
2 94 = - 
(3) U  F(By a- n)F(8,-- n)... (B5 a- n)? 


c’est-à-dire que des fonctions de la suite illimitée, dont l'élément 
général est 


= © 


(3) FE, ( r) —- > b, rx ^**, 


:=0 


nous formerons une autre suite illimitée de fonctions, en posant pour 
tous les n 


= 


(4) Gitr)= X bs a Ope: 00 
1—0 


Cela posé, nous aurons ce théorème général : 


|l. Supposons qu'une série de puissances quelconque avec le rayon de 
convergence R soit développable en série de la forme 


nasa 


(5) f(x) Y A, Fix), 


nap 


dont les coefficients sont indépendants de x et qui est uniformément 
convergente dans un continu simple Q avec l'origine O comme centre de 
rayonnement et dépendant seulement de R, nous aurons aussi un deve- 
loppement de la forme 


n= « 


(6) f(x) — Y B,G,(x), 
n=0 


et les deux series (5)et(6) ont le méme champ de convergence uniforme, 
la frontiere du continu Q exceptée peut-être. 


Pour démontrer par la conclusion ordinaire de n à n + 1 ce théo- 
rème, nous n'avons évidemment qu'à étudier le cas le plus simple qui 
correspond à p = 1, ce qui donnera, pour tous les z, 


x 
- 


- aliz Hs) 
7) Gitr)= A 
C er) Ar 51 


8-—U 


ns 
b, z , 


wo 
| 
H 
- 
I 
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où « et 5 sont finis tous les deux sans être égaux à zéro ou à un 
négatif entier. 

Cela posé, il est évidemment possible de déterminer deux nombres 
entiers non négatifs m et g, tels que 


(8) Wz)—mcai, UB— az) > — 9 +1. 


Posons ensuite 


et, pour z - m —1, 


VEN) 


D, ( a) = F, (æ) X3 b br ad dt 


— 


rað 
toutes ces m fonctions ont évidemment dans l'origine un zéro de 
l'ordre m au moins. 


De plus, nous aurons, en vertu des formules (4) et (16) du para- 
graphe XIII, 


h-m 1 n < 
x ~ - 
(9) g(r) = x An dur) + 9 AF, (Gr); 
n0 A m 


car cette identité peut être obtenue de (4) du paragraphe XIII en y 
supprimant les puissances 


m" 21, x*, .,.. ami 
c'est-à-dire en posant 
===, lun = 0, 
Daem h g+r= mr. 


Soit maintenant £ une variable réelle, telle que 


[OCT 353 H 
la série suivante 
n-—m-—1 
| (tatt (1 — t)B-2+4 m > Aa D, (£2)! (1 — 0872777! 
(10) po 
| + Y AF, (tæ) i87! (1 — 08739271, 
; n=m 


formée immédiatement de (9), est uniformément convergente par 
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rapport à z dans l'intervalle ọ££51, pourvu que x appartienne au 
continu Q, c'est-à-dire que la série est intégrable terme à terme par 
rapport à 7 dez —0à4-— r. 

Posons ensuite, pour 2 2 zn, 


1 
: f F.)ea— o? agi dt, 


l($ —a-- 4) J, 


(11) WV, (n) 


mais pour o - 2 m — t, 
m 


(12) Xi lm rae | O, (tx) r7! — t) P-ro qu, 
l'($—2«-r-43) 


et posons enlin 
at 


: | 9 (Lr) 7t TESTS LEE SET /E 


(ar) JI. 
Du? l'í$—2az4- 4). 
toutes ces fonctions sont des fonctions analytiques de x dans le 
continu Q. De plus, nous aurons, en vertu de (to), 


(13) SE A4 X4) eX 


n 0 


et la série qui figure au second membre de (13) est, en vertu du théo- 
rème I, démontré dans le paragraphe XIII, uniformément convergente 
dans le continu Q. 

Cela posé, soit |z|g — 6, où g désigne la limite inférieure des 
rayons vecteurs comptés de l'origine O aux points de la frontiere du 
continu simple Q, puis posons, pour ot n m — r1, 


rczmn—n-tl 


v, (æ ) = Xale) -$> D 
r=0 


V(a+n+r) 
(b-n tgr) 


nous aurons pour tous les z 


47 l(«-- n--r) 

4 Ji So L— ———————— qp nv 
(14) a(€) DA Terre ie » 
r=0 

posons encore 
L e _T(a+r) z 
x (Gr) — v (x) + y ETET Er ara”, 
rz 


WWwW.rcin.org.pl 


CHAPITRE IV. — SUR UNE CLASSE DE SÉRIES INFINIES. 53 
nous aurons de méme 
N Tix + n) 


si r(6 +- A + V 


*=0 


(15) yix) 


toutes les séries de puissances (14), (15) ont leur rayon de conver- 
gence égal à g au moins. 
De plus, la formule (13) donnera cette autre 


(16) gir) = M AW, (x), 


où la série qui figure au second membre est uniformément conver- 
gente dans le continu Q. 

En effet, appliquons le théorème HI du paragraphe NIIT, nous ver- 
rons que la formule (16) est déduite de (18) en ajoutant aux deux 
membres les puissances supprimées 


2m — À 
. X . 


Cela posé, un théorème fondamental de Weierstrass (') montrera 
que la série qui figure au second membre de (16) peut être différen- 
tiée terme à terme par rapport à x et que la série ainsi obtenue est 
encore uniformément convergente dans le continu Q. L'opération 
fonctionnelle 


(17) zD,ac^--pzr"—(p--n)r" 


est, par conséquent, aussi applicable terme à terme sur la série sus- 
dite. Appliquons ensuite l'opération (17) pour 


p—5--q—1, B+g—, "FL 6, 
puis posons 
n < 
F(a -+ n) 
o(æ) — wa a, c", 
ge] F(B+n) " 
n=0 


nous aurons la formule nouvelle 


(18) giz) = Y AG, (x), 


(1) OEuvres, t. 1T, p. 205-209. 
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où la série qui figure au second membre est encore uniformément 
convergente dans le continu Q. 
Remplacons ensuite dans (18), pour tous les n, a, par 


ri -- n) 
da ria + n) 


nous aurons précisément la série (6) qui correspond à p — 1. 

Or, prenons pour point de départ cette formule particulière (6), 
puis appliquons la méthode que nous venons d'expliquer en permu- 
tant seulement « et B, nous retrouvons précisément la formule ini- 
tiale (5); c'est-à-dire que les deux séries (5) et (6) ont précisément 
le méme champ de convergence uniforme. 

La portée du théoreme que nous venons de démontrer est évidente. 
Remarquons particulièrement que la formule (6) étant connue pour 
des valeurs particulières des x, et 3,, elle est valable aussi pour des 
valeurs quelconques de ces paramètres. 

Le contenu de ce Chapitre est extrait presque textuellement d'une 
Lettre que j'ai adressée à M. Ch. Neumann, à Leipzig ('). 


(!) Comptes rendus de la Société de Leipzig, V. LXI, 1909, p. 33-61. 


DEUXIÈME PARTIE. 


LES FONCTIONS MÉTASPHÉRIQUES. 


CHAPITRE V. 


PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES. 


XVI. — Définition générale. 


Nous désignons comme fonction métasphérique de l'argument z, 
du paramètre v et de l'indice p une fonction K”? (æ) qui est assujettie 
à satisfaire à ces deux équations fonctionnelles 


(1) (1 — z*) D, K^&(a) = (p + auje RÉ) —(p i 1) K ^7*' (an), 
(2) a(p + v») cK^P( x) —(p + KP Gr) + (p 4 29 — aK- (a), 


mais qui est du reste aussi arbitraire que ces conditions le per- 
mettent. 
Ajoutons maintenant les deux équations susdites, nous aurons 


(3) (1 — x?) D, K^? (x) = — pzzK*t(x) + (p + 2» — 1) K^P7! (a), 


équation qui peut évidemment, dans la définition de K? (x), rem- 
placer une des formules originelles (1) et (2). 
Eliminons encore de (1) et (2) la fonction x K"*(z), nous aurons 


(p + 2v)(p + 29» — 1) 


k^? T an) ~. pip + 1) 
2(0 -+v) : 2(p+%) 


(4) (1 — a) D, K**(r)- K» (x). 

Quant à v et p, nous supposons qu'ils soient des nombres finis, 
quelconques, de plus, nous supposons naturellement que la définition 
susdite d'une fonction métasphérique ait un sens pour un ensemble 
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infini de valeurs de æ; c’est-à-dire que pour de telles valeurs de x les 


trois fonctions 
K»), Kopie), Kfti(x) 


ont des valeurs finies el déterminées. Supposons pour fixer les idées 
que l'ensemble susdit des valeurs de æ soit un intervalle de l'axe des 


nombres réels qui ne contient aucun des deux points x = +1. 
Cela posé, il est trés facile de démontrer le théoréme suivant : 


l. La fonction métasphérique la plus générale est intégrale de 
l'équation différentielle, linéaire et homogène du second ordre 


(5) (1 — z*)y' — (1-2- 2v) zy' + plo + 2») y — 0, y —K"P(r); 


c'est-à-dire que toute fonction métasphérique est une fonction analytique 
de son argument æ, les trois valeurs x = =Œ 1 etx = «5 exclues peut-être. 


En effet, l'équation (1) nous détermine D,K”? (x), pourvu que æ 
appartienne à l'intervalle susdit; posons ensuite dans (3) c -- 1 au 
lieu de p, nous aurons 


6) (1r— x*) DK P(r) — — (p HeKi) (9 2v) KP (x), 
d'où, en éliminant, en vertu de (1), la fonction à K**^'(a), 
(7) D, Ke (n) = x D, K^*(r) 4- (p + 3) K»P(x). 
De l'équation (7) on conclut qu'il soit permis de différentier par 
apport à æ l'équation (1), ce qui donnera 
(1 — 2°) DIKMP(ær) —(p--23»--2)rD,K"P(z) 
i (pe 2v) K^£(r) — (p +1) D; K*?*'(a), 
d'où, en vertu de (7), immédiatement l'équation différentielle (5). 


Appliquons ensuite l'identité évidente 
LI 5 
Lo ANS 
D,(i— z*) * —(t-4-2v»)xr(1—2*) *; 
l'équation (5) s'écrira sous cette autre forme aussi 
1 


L v 
(8) TRIT — FM i p, Kve(a)] p(p--av)(r— at) *K*P(a). 


La théorie générale des équations différentielles linéaires montrera 
immédiatement que l'intégrale complète de (5) est analytique dans 
toute l'étendue du plan des x, les valeurs æ = + 1 et x = + exclues. 
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Or, dans le Chapitre suivant nous démontrerons directement pour la 
fonction métasphérique la propriété susdite. 

Conformément à la définition du paragraphe IX nous désignons 
comme indépendantes deux fonctions métasphériques K7*(a) et K^ (a) 
quand une identité de la forme 


(9) aK?9(xr)--bKY*(r)-—o0 


n'est possible que dans le cas trivial a = b = o; nous supposons natu- 
rellement indépendants de x les deux coefficients a et b. 
Cela posé, nous aurons cet autre théoréme fondamental : 


Il. Soient K7? (x) et K? (x) deux fonctions metaspheriques indépen- 
dantes, la fonction métasphérique la plus générale se présente sous la 
forme 


(10) K*?(a) aiv, e) K1* Cr) + by, p)Kif*(r) 


où les coefficients a et b, indépendants de x, sont des fonctions pério- 
diques de o en ayant la période additive + 1, savoir 


(11) a (v, o 1) — atv, p), br, p 3-1) — 5(v, p). 


En effet, une fonction métasphérique queleonque, étant intégrale 
de l'équation (5), se présentera toujours sous la forme (10); intro- 
duisons ensuite dans (1) et (3) l'expression (10), la condition néces- 
saire et suffisante pour que K”? (æ) satisfasse à ces deux équations 
fonctionnelles est évidemment 


[alv 9) — atv, p IK eH (m) 4- [5(v, bp) — b(v, p -- 1) K?? (x) = 0, 
ce qui nous conduira, en vertu de (9), immédiatement aux conditions 
de périodicité (t1). 

Cela posé, nous n'avons évidemment qu'à déterminer deux fonc- 
tions métasphériques indépendantes convenables. 


XVII. — Les quatre fonctions fondamentales. 
Des intégrales particulières de l'équation différentielle (5) du para- 


graphe XVI, généralement désignée comme l'équation de Legendre, se 


déterminent immédiatement à l'aide des formules (16), (17) et (18) 
N. 8 
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du paragraphe IX, si nous posons 
2y —20 —1—0, 224-28 —26--1—25- 1, 
$(0— 27; —2)—0, à(a«-- 26 — 0) — 4a = plp +27), 


ce qui donnera immédiatement 


à = 0, ye z = — 


iw 


car il estévident que nous n'avons besoin que d'un seul système de 
valeurs des paramètres «, B, y et ò. 

Cela posé, l'équation de Legendre a évidemment pour [x] « 1 ces 
deux intégrales particulières 


(1) 


er La) ‘| 1+p 3 | T : 
yi LE —— a 4 + y m: a* | — Gf (Gr), 
| WE 4 2 j j 


tandis qu'il faut admettre, pour |x| > t, 


)—22 5 


| 5 J 6 
rit mp eer: À mein 3] F$ (ac), 


È 


LI 
^ f I 4 P 
I LE ai "E(» t Ery - 
v \ 2 


| 1 5 
MESE F) = Gf (t). 


2 


On voit que les intégrales y, et y, sont toujours indépendantes, ce 
qui a lieu pour y, et y, aussi, sauf dans le cas où p + v est égal à un 
nombre entier; dans ce cas, il faut appliquer des valeurs limites ana- 
logues à celles que nous avons indiquées dans le paragraphe IX. 
Cependant nous ne nous arrêtons pas à une étude plus ample de ce 
problème. 

Or, les intégrales particulières susdites trouvées, il nous reste 
encore à déterminer des combinaisons linéaires et homogènes des 
deux groupes des fonctions hypergéométriques, de sorte que les fonc- 
tions ainsi obtenues satisfassent aux équations fonctionnelles du para- 
graphe XVI, c'est-à-dire deviennent des fonctions métasphériques. 

Considérons d'abord le cas |z| «Z1, nous avons à déterminer les 
deux coefficients A et B dans l'expression 


(3) K*?(a) — A(v, p) FQ) + B(v, p) GO (x). 


VAAAMPA! rm 
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A cet elfet, introduisons dans les équations (1) et (3) du para- 
graphe XVI la fonction (3), puis appliquons ces deux identités 


(1— 2*) D, Fi (7) = (p + av) zr F$ (1) —(p + 0(p + 2v) G2"! (n), 
(1— at) D, G(x) = (9 + 2») m GO Gr) + FE^! (2), 


tirées directement des définitions (1); nous aurons pour A et B ces 
deux équations aux différences finies 


(p + 29)AÀ(v, p= Bí», p 4- 1), 
B(w p)— —(p-t (AG, p -t 1), 


ce qui donnera immédiatement 
(p 2- 23»)A (9, p) — — (p -- 3)A (v, p +2); 


d'ou finalement 


TEn Ie GABINET MATEMATYCZ} 


où (v, 2) désigne une fonction de v et p, assujettie à satisfaire à la 
condition de périodicité 
(v, p +2) — — (v. p), 
mais étant du reste complètement arbitraire. 
Cela posé, il est évident que ces deux fonetions particulières 


r( v+ £) cos ar(» s eti) sin = 
aSa Sa a I PTT. 
ror(i+ £) Im] 
= zr( PSU or, pr. pr 
a VaT (v+ £ sine 2° AT (> + E377) eos BE 


(5) N^e(a) = — | 


Yit 


122 IR d'en 


Ys L 
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définies toutes les deux, pourvu que |x| < 1, sont des fonctions méta- 
sphériques de l'argument zz, du paramètre v et de l'indice g; de plus, 
elles sont certainement parmi les plus simples de ces sortes de fonc- 
tions. 

Dans le second cas |x| 7» 1, nous obtenons de la méme manière, en 
appliquant les deux identités 


(1— 2) D, F£() — (p + 2v) Fée) — 2(» 4 p) FEH (x), 


(p + h» i- 3 


B4. , " T "51 
(1— rt) D Ga) = (p + are G5 (i0) — ———— ———— GE Cr), 
: f : ee AT : 


faciles à vérifier, ces deux autres fonctions métasphériques 


| T(v»--2)2r./1—p A 1 
(6) P“f(x) ——*-——— FI L,——.,1:—9—5,—) 
» (Te +0) à didi 
5 x, 
zlTío--2»)a-8-** T D +1] " 1 
(7) Qer) Se + ! MERE LE Ps — | 
apr I(v»--p H1) \ 2 2 t at) 


où les puissances aux exposants quelconques de x sont à définir 
conformément aux remarques faites dans le paragraphe I. 

Nous remarquons expressément que les deux dernières fonctions 
métasphériques sont beaucoup plus simples que les deux précé- 
dentes. Dans le Chapitre suivant, nous avons à étudier le prolonge- 
ment analytique de ces fonctions et à déterminer ce que deviendront P 
et Q, si nous faisons tourner la variable æ autour des trois points 
singuliers z = + 1 et x = æ. Ces résultats obtenus, nous connaitrons 
parfaitement nos deux fonctions métasphériques en question. 

L'expression (7) de Q se transforme à l'aide de la formule concer- 
nant le redoublement de l'argument de la fonction F développée dans 
le paragraphe VIT, nous aurons par ce procédé 


— FEX i p--1 Xm. p t 

à qn- Y I (» i + ni ji (> + : + n) 

R) “P(r — de E , 
(8) er) ups md n! l (v -+ p - n 4- 1) pa 

=e. r 
p= ^ (923-2 -2n) p Versvesh 

(9) Q^? (a): Vm 22" 1 + : = a= . 

` - nil (p y -H n +1) \aæ, 


n=0 
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Remarquons ensuite que les formules (6) et (7) donnent immédiate- 
ment la proposition suivante : 
I. Toute fonction hypergéométrique dans laquelle la différence des deux 
. 22 , qe ` ' QD 
premiers éléments est égale à — est une fonction metasphérique, abstrac- 
2 
tion faite d'un simple facteur. 


En effet, nous aurons 


fa &-EI o. [^ a2138-31T (5$ -i- 1)m* | : 
(10) F(= - Bts )— — u Qu-P8 EAF 

X 3 a, vn T(a) 

(A X41, 1 lFí(x—8$)T(1—2)(ar)* 
(11) ES :, B+, — |= = - Pa-f,-4( r), 
- \ 4 2 y x J F(— 6) 


formules qui montrent clairement que nous n'avons qu'à étudier une 
seule fonction métasphérique, savoir la fonction Q. Dans le para- 
graphe XX, nous avons à étudier, d'un point de vue général, la trans- 
formation des fonctions P et Q l'une à l'autre. 

Remarquons encore que les coefficients initiaux introduits dans les 


quatre fonctions particulières M, N, P et Q sont choisis de sorte que 
gu . . . ` I 
tous les coefficients des fonctions susdites qui correspondent à v = - 


et p égal à un entier non négatif deviennent des nombres rationnels. 

Du reste, on voit que nos quatre fonctions en question deviendront 
illusoires pour des valeurs particulières de v et e. Dans ce cas, il faut 
modifier les coefficients susdits en multipliant par des fonctions con- 
venables de v et p, périodiques par rapport à o en ayant la période 
additive + 1. Supposons n positif entier, tandis que v — n ne soit pas 
un négatif entier, la définition (6) donnera 


(12) pv»-^(z)zo. 


XVIII. — Quelques formules numériques. 


Dans ce qui suit, nous avons souvent besoin de connaitre les valeurs 
de nos quatre fonctions M, N, P et Q qui correspondent à x = +1, 
ces valeurs supposées finies. 

A cet effet, appliquons la formule de Gauss, démontrée dans le 
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- ! 
paragraphe Xl; nous aurons, pourvu que (y) < 2 
sf Yygp[/! 
r(z)r(z —») 


r(= j(=- 3 


f 


r(Ér(:) 


TNI: ELA 
r( 1 £)r(,— E») 
où Ff (æ) et G? (x) désignent les fonctions hypergéométriques étudiées 
dans le paragraphe précédent. Appliquons ensuite les formules eulé- 


i 2n 
riennes concernant l'(o)T (1 — o) et r(;)» nous aurons ces autres 
expressions À 


r{ : — v |r( E +v)cosr(£ TN 
(1) F? (+1) — SA, 
Ver ( ) 


Ff- —»)r( e +v)sinr( £ +) 
(2) iE E DABIS ELI uL tee 
aVRT( t+ E) 


Introduisons ensuite dans les formules (4) et (5) du paragraphe XVII 
les expressions (1) et (2), puis appliquons la formule pour le redou- 
blement de l'argument de la fonction T, nous aurons 


F(p + 2»)F (1 -— vae 
dixi) ———É ÉÉ——— cos 
Vn F(v)l(p- 1) 
` sf! ; 
Fear (=) [= cos? sinr(E +v) — sin cos (f r » | 
al(p +1) uti roy 2 2 


d'où finalement 


£ cosr(£ +») + sinc sinr | E ay ) | 
2 2 2 \ 4 / 
, N'é(zE1) 


Fip + ay)r(* — y Jat-teosvz 
(3) MP CE) = —————————— 
VrT(v)T(p+1) 


rip + a)T (2 -- »)sin vx 


f Nv,0 nen 
(4) N"? (1) T+1 
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et 
rip + av)T( = —») a! cosr(p -i- v) 
(5) Me (—1)= —— ; 
VrTiv)l(o +1) 
líp + 2»)T (= —»)sinr(g + y) 
(6) NwP(— 1) = — ‘= 


al (p +1) 


Remarquons encore que la formule (3) se présente sous cette autre 
forme 
Ts + 2») 


A MYP = ELITE) 


. . I 
Quant aux fonctions P et Q, nous aurons aussi, pourvu que W(v) < =» 


VaT ip + 2E — 7) 
\ 2 
Q*P(1) — 


ar Jr( sse E) 
aT (v + p)T (1— v -pr(2 —») 
BP) 2 ———————————————————; 


` E | Ae /t1—p ~ 
POE  )P(1—»—£)r( — - 1) 
d’où, après des réductions simples, 


. "Ta. 
l'(o 4- 2»)T( - —v) 
A2 


Y p? Le AX 
(8) Ve al(p - 1) 
(p + 2»)T(< — »Jsinz(g + 2%) 


(9) RC) ————— ——————————. 
: 2? ym F(v)F (p -- 1) sinz(p + v) 


LT : TE ; . , 
Multiplions ensuite par I (= +) le dénominateur et le numérateur 
dans l'expression ainsi obtenue pour P*? (1), nous aurons 


To + 2v) sinz(p + 2%) 


re, — 
(10) E= aT(2v)F(p-- 1) cosvz sinz(p +Y). 


expression qui est analogue à (7). 
Quant au point critique x = — 1, nous aurons, conformément à la 
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définition du paragraphe |, 


(11) Q^?(—1) = Q"?(1)e-'perim, Pre (— 1) — P^f(1)er7, 


Faisons ensuite croitre, au delà de toute limite, la valeur absolue de c, 
nous aurons immédiatement 


, " A ^ a£ T (s 4- 0) 

(12) lim [ar P**(xz)]— &4—Àdá—— —— 
TI Leo +1) 

y + : zlíp- 2%} 

(15) lim [8*2 Q** (a )] — NE —. 
TIET L(» -r p- 1)20" 


Or, les résultats que nous venons d'obtenir exigent des éclaircisse- 
ments ultérieurs. Considérons, par exemple, le point critique r= +1, 
puis désignons par O, A et B les points qui correspondent aux 
nombres o, 1, c, tandis que 2 désigne l'angle OAB; les valeurs sus- 
dites sont, en vertu du célèbre théorème d'Abel ('), applicables, 
pourvu que æ tende vers 1, de sorte que nous aurons 


(14) lim sup. |ẹ| < = 
şs R 

Or, la périphérie du cercle de convergence |x| = t est le seul chemin 
commun des deux domaines de convergence des séries hypergéome- 
triques qui représentent les deux groupes de fonctions métasphé- 
riques M et N, P et Q, et pour ce chemin, la condition (14) n'est pas 
remplie. 

C'est-à-dire que nous ne pouvons pas, sans des recherches ulté- 
rieures, appliquer les valeurs numériques que nous venons de trouver 
pour déterminer les coefficients des identités 


| P*^R(xr)-—a M^f(zr)--b N els), 


5) 
d | Qv (z) = a, M9? (a) + b NYP (n) 


qui représentent le prolongement des P et Q à l'intérieur du cercle 
Ies. 

Dans le Chapitre suivant, nous avons à démontrer que les valeurs 
numériques susdites nous permettent de déterminer les coefficients 
qui figurent dans les formules (15). 


(1) OEuvres, t. I, p. 223. — Foir aussi un Mémoire de M. Pringsheim, inséré dans les 
Comptes rendus de l’Académie royale de Munich, t. XXVI, 1897, p. 347. 
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XIX. — Le déterminant fonctionnel. 


Désignons par y, et y, deux intégrales particulières indépendantes 
de l'équation de Legendre, savoir 
| (1 — 21)y, — (1-- 2v) my, + plo -+ as) = 6, 
Cr aym 2-2») ry, + p(p 4 27) ys— 0, 
à TN ^ À E n y n p 
puis désignons par 6(æ) le déterminant fonctionnel formé de ces 
deux intégrales particulières; nous aurons 


- 1 r » Yi 
(2) TL) = 2 x I- M I^ 3 &— : 


J* Y: Ye d'a 
et les identités (1) donnent immédiatement 


9 Cr) (t avr 


LIFT Ty d 
d'où une expression de la forme 


i 
(3) iz) = Ci) |, 
où C désigne un facteur indépendant de a. 


Supposons maintenant 
y= Me (.r), ya Nt (T), 


le facteur C se détermine si nous posons simplement x = o, ce qui 
donnera, en vertu des définitions des fonctions M et N, 


(4) | M*?(.r) p. M1 r) | vz lio 4-2) ims 
[ 


———— (1—42) 5$ 
Ne) D, NPC) | Pbi +) j 


d'où, en vertu de l'équation fonctionnelle (1) du paragraphe XVI, cette 
autre formule analogue 


- | Matir) Mv*?*'(.r) rv) Ly 
(5) i (1 a} . 
t. | N^»?(a) Ne (r) H 2) ) 
Supposons ensuite 
Yi Pelri, Ya QP(x); 
N. 9 


www.rcin.org.pl 


66 DEJXIÈME PARTIE. — LES FONCTIONS MÉTASPHÉRIQUES. 


le facteur C correspondant se détermine, si nous multiplions par z?"*' 
les deux membres de la formule correspondante (3), et puis faisons 
croitre au delà de toute limite la valeur absolue de æ, ce qui donnera 


Pr) D, Meiz) vzF(p-2-2»), , -io 
(6) - a (zt*—13)* 

Qele) DQ Pir) L(»l'(o 1) 

| Preiz) P^t'!(a) | vzTioo 2%) ty 


ae | —— d)" 
| Q^F(z) Qrir) | Lo)lip +2) 


XX. — Les trois « invariants » d'une fonction métasphérique. 


Les équations fonctionnelles du paragraphe XVI, que nous avons 
prises comme définition des fonctions métasphériques, nous per- 
mettent de soumettre le paramètre et l'indice d'une telle fonction à 
certaines transformations simples qui nous conduisent toujours à 
d'autres fonctions métasphériques, abstraction faite d'un simple 
facteur peut-étre. 

1° Posons, dans les équations fonctionnelles (1) et (3) du para- 
graphe XVI, — 5 — 2v au lieu de », nous retrouvons précisément ces 
mêmes équations fonctionnelles prises dans l'ordre inverse, ce qui 
donnera une identité de la forme 


(1) a aa (x) = Kyf(x), 
d'où le théorème suivant : 


I. La fonction K(x) est une fonction metaspherique de l'argu- 
ment x, du parametre v et de l'indice c. 


Pour les deux fonctions P et Q nous aurons des identités de la 
forme 
Pur) = à Prix) + b Qnel), 


Q^ -P7 (m) = a, P*£*(2x) + Qla), 


dont les coefficients a, b, a, et b,, indépendants de >, se déterminent 
si nous multiplions les formules en question respectivement par z?*?" 
et par z-*; l'hypothèse [x] = æ donnera ensuite a = b, = o et les for- 
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mules finales 
n! TR nmío + T 

(2) Pr (x) — ni A fe rat set à Q“ (r), 
Vrl{v)sinr(s +) 


(3) Q»--t(a) — — V7 Fi AL CET b y) Preja), 

IELITET 
qui nous donnent des éclaircissements complets concernant les deux 
formules (10) et (11) du paragraphe XVII. 

De plus, il saute aux yeux que nous n'avous qu'à étudier une seule 
des deux fonctions P et Q, par exemple Q qui est la plus simple; car 
les formules (2) et (3) nous permettent de déduire, de toute formule 
démontrée pour la fonction Q, une fonction correspondante pour la 
fonction P. Dans ce qui suit, nous avons souvent à profiter de la sim- 
plification indiquée par la remarque susdite. 

Quant aux deux autres fonctions métasphériques particuliéres M 
et N, nous aurons évidemment pour les séries hypergéométriques qui 
y figurent les identités 


WE *5 / PA ye T 
F;* "ay zz Fi (x), (5:67 (2) Gy (v); 


néanmoins, les formules correspondantes pour M et N deviennent 
beaucoup plus compliquées. 

2° Posons dans l'équation différentielle de Legendre obtenue pour 
les fonctions métasphériques 1 — v et — 5 — 1 au lieu de respective- 
ment v ete, puis mettons dans l'équation ainsi trouvée 


1 
r- 


K'e- (e)la) y, 
nous trouvons pour y précisément l'équation différentielle que nous 


avons prise pour point de départ, d'où le théorème suivant : 


dan à onp / j "T P SEN 
|. Désignons par K'*(x) une fonction métasphérique de largu 
ment x, du paramètre y et de l'indice p, nous aurons 


gii 
(4) K'-»-?-'(3)—(1—2z*) [a Prex) 5b Q"^£*(ax)], 


où a et b désignent des fonctions convenables de v et g, mais indepen- 
dantes de x. 


Le procédé qui nous a donné les formules (2) et (3) nous conduira 
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ici à ces autres relations 


L ~ uw 

r. iy » F(1--2)sin zo zt 

(3) (1) Piee- (ac) — ———————— MÀ ——. Q"? (x), 
Vx V (1—»)F(o + 2v)sinz(p + v) 


VzF(s)F (i + g) sinz(p + v) 


— hme P"»£ (xr): 
lip + »»)sinz(p + 2v) 


1 ^ 
(6) (at 1) Qu P=LEr) 
d'où, en combinant les deux groupes de formules (2), (3) et (5), (6), 
ces deux autres identités singulieres 


a* TT (1 3 5)T (v) ! 


NET = 
(7) Piivep-1(x) — 2 - (rt— 0 1p? (n), 
l'(1— v)T(o + 2v) 
CEE VI à 1 
2 Futo), u-i 
IN Qiwi) DREE e [2 —1) * (^f ( ac), 
; g 


qui se réduisent, dans le cas particulier v = " à des identités 
triviales. 

3° Différentions ensuite par rapport à æ l'équation différentielle 
obtenue pour K'7***'(a), nous retrouvons pour D, K^" (x) préci- 
sément l'équation de Legendre satisfaite par KY? (x). 

Remarquons ensuite les formules particulières 


(a) D,PY-bpet(æ) — (2% — 2)P"P(r), 
(10) D Qn t) = — 


nous aurons le théorème général : 


II. Za dérivée D,K*"#"(x) est une fonction metaspherique du para- 
metre y et de l'indice c. 


Combinons maintenant les formules (9), (10) et l'équation dilTé- 
rentielle (8) du paragraphe XVI; nous aurons respectivement 


1 1 
v+ olo + 2] P 
(11) pl — a) Ópvenp Te +] Sami (=at) Phe); 
2y 
ya! Yi = 
12) D,l(i— at) OYLA w) 26(6 -+ 2Y)(1 r?) 20%É(x): 
{ a Y gu < 


posons ensuite dans ces deux dernières formules v + 1 au licu de v 
et e — 1 au lieu de e, puis différentions par rapport à x, et ainsi de 
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suite, la conclusion ordinaire de z à n + 1 donnera les formules plus 
générales 


L 
v+n— 
| pe -— E) tpe npn (27) 


(13) 


(—1)»T(p--1)F(wT(o2- 34-5») PP(z) 


| a^l(o— n +1)E(% + n)T(o + 2») Len 
(1— 2°)" 


E] 


2T(o+1l(p+av+n) Q'é(x) 


lio + 2%)T (o — n +1) ! y 
: (1— 2z1y 


1 
(14) HIT et) iQveng-r(a3] - 


' 


où 2 désigne un positif entier. 


L3 


XXI. — Autres formules fondamentales. 


I nous semble utile de réunir dans un paragraphe séparé les for- 
inules fondamentales qui contienuent des fonctions métasphériques 
aux paramètres v et v + 1 et aux indices p et 2 +1. 

En étudiant d'abord la variation de l'indice v, nous avons en pre- 
mier lieu les quatre formules du paragraphe XVI, savoir 


(1) (1 — 21) D,K*?(.x) (p 3 27): K^*(.c) — (p e RKP), 
(a) (1! — zt) DrK (r) pr KP (2) H- (p + av — 1) KYE), 
(3) rio -r 9)xK^»*(x) —(p + ())K**'(r) + (p + 3» — 1) K^?7' (a), 
(4) (p -t 2v) K> ir) = DK^?*'(.c) — D K^? (1). 


Dillérentions maintenant par rapport à z la formule (3), puis élimi- 
nons, en vertu de (4), la fonction D,K? (œ), il en résulte 


(5) (p 3- ») KP (w) = DeK P (e) — D,K^?—! (.e), 
d'où, en éliminant, à l'aide de (4), la fonction KP Cæ), 
(6) rip +) D, KP (x) —p D. KP (n) -- (p -e 27) DL NME (ip), 


Remarquons ensuite que (4) et (5) nous conduiront aisément à ces 
deux autres formules 
(7) 2» K^? (a) zP, Kê (x) —a rD K” P(r) + D.K"?-! (.), 


(8) oK (e) = xD, K^»*(a) -- DK I (2). 
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Enfin, éliminons de (1) et (3) la fonction xK°**(x), il résulte 


(9) (1 — 2?) D, K^? (2) = PRE D KP-1 (x) — LM Khet (a). 
Il est bien remarquable que les neuf formules que nous venons 
de développer sont applicables pour une fonction métasphérique 
quelconque, ce qui n'a pas lieu pour les formules analogues concer- 
nant la variation du paramétre v. 
En effet, dans le paragraphe XX, nous avons déduit ces deux for- 


mules, formellement différentes, 


Q^? L| (æ [A 


I 
(10) | D4,PvP(r)—2»P"t'^e-!(2), D,Q^?(.7) — = 


Cela posé, nous aurons, en vertu de (5), (7) et (8), pour la fonc- 
tion P, 


(11) (+) Pré) =P trea) — vPrete1(2), 
(12) PrP(x) = PY+1,P(x) — aa ptt 56-7 à } + p» (+ }, 
(13) pEi) = syr Prr- (T) 2» P***5?7*(z), 


tandis que les formules correspondantes pour la fonction Q devien- 
dront 


(14) (p + v) QE) = Qt) — Qt x), 
(13) — Qh (x) — Quer) — a Qt (a) + Qt, 
(16) apre (r) = Qv*te-t(z) — zQVCSP7! (a). 


XXII. — Les fonctions métasphériques adjointes. 


Dans plusieurs applications des fonctions métasphériques, nous 
avons à faire usage des fonctions métasphériques adjointes, savoir les 
fonctions 


` " 7 
T l'ív2-)T(o—c--1), . IS TIAE A 
(1) BSET — ere ER en d re9,—( 47), 
2 10 + ») 
9-7 01T(y 0 1) z 
(2) Q2? (x) - — — : = (at*—1)10**9.0-?( x), 
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ou bien comme des séries hypergéométriques, 


5 


(3) P(x) = t-alt) F 


7 p.g-—2gs-! 


*»————31—565—»,—]) 

2 2 : æ?) 
N nf p—c 0—260c--1 mm 
(4) Qz* (a) — a-&-9-t (a3 — )* F y ——7, » - — iv p. 4) 
2 2 ` n dd 


Or, ces définitions adoptées, les formules (7) et (8) du paragraphe XX 
donnent ces deux autres beaucoup plus simples, 


I 
(5) PE NT) = (21 — 1) t Po (a), 


TE 
(6) Q2 P7 "(»)—(x:$—1) *Q$?(a), 


formules qui se présentent sous forme trés élégante dans le cas parti- 
. t 
culier v = =. 
2 


Jl saute aux yeux que les deux fonctions adjointes doivent satisfaire 
à une équation différentielle linéaire et homogène du second ordre. 
En effet, mettons dans l'équation de Legendre v + s et p — c au lieu 
de v et p respectivement, il en résulte 


(r— z!) y' — (1 + 2» 4- 20) ty' -- (p — 2)(p + 2 -+ av) y —0; 
d'oü, en posant 


y = (r! 1} 


après un simple calcul l'équation différentielle cherchée 


(7) (1— 2*)z' (it av) xz | plp + 2%) — - : gd 


1— c 


i gla + | 


qui admet comme des intégrales particuliéres les deux fonctions 
adjointes susdites. 

Dans les deux cas particuliers c = o, o = 1 — 2v, l'équation (7) 
deviendra identique à celle de Legendre elle-même. Or, pour c = o, 
les deux fonctions adjointes coincident avec les fonctions métasphé- 
riques ordinaires, abstraction faite d'un facteur indépendant de x, 
tandis que le second cas c — 1 — 2v s'accorde bien avec les for- 
mules (7) et (8) du paragraphe XX. 

Le déterminant fonctionnel formé des deux fonctions adjointes P, 
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et Q, se détermine immédiatement à l'aide des formules développées 
dans le paragraphe XIX; nous aurons 


| Pz?(r) D.Pzt*(c) 


| Q3 (r) DQ iT) 


1 

(8) = —a(v+ p)(at— 1)" t. 
Supposons maintenant c égal au positif entier n, les définitions (1) 
el (2) donnent immédiatement, en vertu des formules (9) et (10) 


développées dans le paragraphe XX, 


F(v)F(o n -+ 1) 


A 
v.p ( a d P E Php 
(9) PP? (a) aPT (p a- ») (a* — 1) DE PP (ar), 


—1P 3f! T (o --5--1 - 
(10) Qie (æ) = Car Y Bedah put) (at — o DA Qvo (an). 


Vn T(p-- 23» -- 5) 


XXII. — Sur l'équation de Legendre. 
Dans nos recherches suivantes, nous avons souvent à appliquer 
l'équation différentielle obtenue pour la fonction 
(1) 3 wK P(t) 
équation qui peut être déduite immédiatement à l'aide de l'équation 
générale (16) du paragraphe IX; nous aurons 


| xt(r— r!)z'— [29 + (14 av — a2) a! J.ez' 


2) ^ 
( l 4-|[(e--1)--(p-- 7)(p-- 2»—0)2*]2 — o. 


On voit que les trois cas parliculiers 
Là — F g-—--p g —x p -r 2v 


présentent des cas intéressants de (2) : 
1? o = — 1 donnera, pour la fonction 


(3) s > K*?(.r), 


l'équation différentielle 


(4) a(1— xt) + [3 — (3 2- 2v) xà? ]z + (p — (p --12- 2v) 2: — 651 
2° g — — g: nous verrons que l'équation différentielle 
(5) z*(r— a*)z"4- [32 — (12- 2v 24- 2p) a? ]| ns' + p(p —1)2 — 0 
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admet comme intégrale particulière la fonction 


(6) 3 D-?KY'P(.r); 


- 
si 


8 + 2Y; nous trouverons, pour la fonction 
EE: ddl LLC HA 


l'équation différentielle suivante 


(8) a*(1—.c*)z* —[ap + 1» — (1— 2» — ap)! ].ez' -- (025-39) (9-2 29 + 


1)3 


Remarquons encore que l'équation différentielle trouvée dans le 
paragraphe précédent pour les fonctions adjointes donnera, pour la 


fonction 
(9) y = (atm 1) KE (x), 


l'équation suivante 


(1— 21) y — (1 + 2% 10). cy 
(ro) T Mg —1) 
| jlo + 20) +200) — ———— —|y-»^, 
D po g! 
dont les cas 
i 5 D 
e Ur me) g ——*t; 7 du 
} È » 


se présentent sous forme simple. 
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CHAPITRE VI. 


PROLONGEMENTS ANALYTIQUES. 


XXIV. — Valeur asymptotique d'une fonction métasphérique. 


La méthode la plus commode pour l'étude du prolongement ana- 
lytique et de la nature des points critiques d'une telle fonction 
semble étre celle de développer en certaines séries de Burmann les 
fonctions en question. 

Parmi de tels développements, celui obtenu en prenant dans l'équa- 
tion différentielle de Legendre 


comme variable indépendante semble être le plus important 
Posons 


2r 


` Dd ! 
y-fAle-b 


puis appliquons les identités différentielles 


a i ar* dy 
PRIT ET 
fx r 114 tay DE di 
ddr | 1 dr! ri —1p dr! 


nous aurons pour la fonction 


zT 
y KP — + — IE 
x i 11 


considérée comme fonction de la variable x, celte équation linéaire 


(tr) æf(r ot [ay —1- (av-C 1) 2! ae! — 96 + 2v) (t vt) y 0, 
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qui deviendra inalterée si nous prenons comme variable indépendante 
la valeur réciproque de c. 

Conformément aux formules développées dans le paragraphe IX, 
nous aurons pour |x| < 1r ces deux intégrales particulières de (1), 


(a) ya mP F(p, »,1—»— 5, tt), Va = att E (ode 29, 9, 1 + p, ora 


Posons ensuite 


(3) T c 5 Ty E æt yr i, 
puis déterminons le signe de la racine carrée, tel que |5| > 1, ce qui 
exige, en vertu des développements du paragraphe IV, que x ne soit 
pas égal à une quantité réelle, telle que — 1 a^ +7. 

Or, je dis que nous aurons toujours, pour des valeurs suffisamment 
grandes de |æ], à choisir dans 5 la valeur principale de la racine carrée 
pour obtenir EJ 2» 1; ear pour l'autre valeur de č, nous aurons, en 
vertu de la formule binomiale, 


a - Vi —i 


1 t 
ar 82 
c'est-à-dire que nous obtenons pour la valeur désirée de 5 cette valeur 
limite 
(4) lim 5 — 2. 
pr[2 9 t 

Cela posé, les intégrales particulières (2), où nous avons rem- 

placé æ par 5, donnent immédiatement ces deux séries de Burmann, 


" VAT F(u pik? o 1 
(5) Pare) = EC PHE. r 
F(v)T(o - 1) 


/zr p-29)f-98-t* f 
(6) Qve(z)z: LEP EME F( 


applicables dans toute l'étendue du plan des v, à l'exception des 
valeurs réelles de x qui satisfont aux conditions — 1227 + 1. 

De plus, les séries hypergéométriques en question sont uniformé- 
ment convergentes, pourvu que æ soit situé sur la périphérie et à 
l'extérieur d'une ellipse E(2) queleonque, oü 2 désigne une quantité 
positive d'une grandeur assignable, mais arbitrairement petite du reste. 

Les deux formules (5) et (6) montrent en outre clairement que les 
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deux fonctions métasphériques P et Q ne peuvent pas avoir d'autres 
points singuliers outre x = £1 et x = ». 

Comme une conséquence beaucoup plus importante encore des for- 
mules (5) et (6), nous aurons, en vertu du paragraphe X, ces deux 
valeurs limites 


J/ 


(7) lim SUE dez Phir) (: — z) , 


Q^*r)—(1— À) , 


(8) lim 


où v doit être fini et|2j > 1; quant à g, ce paramètre doit varier de sorte 
que nous aurons toujours 


(9) |v 2- p 3 m|z 0 29 0, 


où m désigne un positif entier quelconque. Supposons ensuite [v|£G, 
[5| Z1 + ô, les fonctions susdites convergeront uniformement vers leurs 
valeurs limites susdites. 

Soit » un positif entier, nous aurons, en vertu de la formule (16) 
du paragraphe VIII, ces deux valeurs limites plus simples 


: "e sé $ > I 
(10) lim [ n!-* e*t Q7 (27) ] = | 1 = | , 
31—tfy F: 
n—w.- 5 
: ni c. A f py 
(11) lim | —— P^f£*"(;r) r(Y ( 1—-) : 
n=e LE" \ E" 


XXV. — Huit constantes fondamentales. 


Dans les autres séries de Burmann que nous avons à étudier, huit 
constantes jouent un rôle fondamental; e'est pourquoi il nous semble 
utile de considérer plus amplement ces nombres avant notre étude 
des séries susdites. 

Les quatre des constantes en question sont déterminées déjà dans 
le paragraphe XVIII, savoir les valeurs numériques 


: Ji 

Fip + 2»)F | - — »] 

v © : E 

(D { fi Qf (1) - "i ETS 


qa = Qt 1) zz green, 
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: f! : 
| lio ay) | z —%)sinr(p + 2v) 
(2| 4 M P) - 


VC s)T(o + 02* Sz singlo + y) 


| - papi 1) — petti, 


où il faut supposer 11v) 

Les quatre constantes dernières correspondent, au contraire, à 
r] 5 I s 5 D a DD 
l'hypothèse B(v)  — et se déterminent aisément à l'aide de ces deux 


formules 


x TM lVí(:--0)sinzo 
(3)(z1—1)  P'-v8R-'(r)— : : 


——— Q"*?(.7), 


Vn TF (1— v)F(p + 2») sinr(s + v) 


tm =—Y > nl(v)Tir-- o) sinz(» -+ 
(4) (z*—1) Q'-"-6-l(r) A oso EN mod 


P) nva 
a: - L D PE (ax), 
Fo + 2») sinr(s + 2v) 


démontrées dans le paragraphe XN. 


wi 


En effet, supposons R(v) > - puis multiplions par (z +1) > les 


deux formules (3) et (4), nous aurons, en vertu des valeurs numé- 
riques (1) et (2), ces valeurs limites finies et déterminées 


i ] A, ^ 
U lim m 759a) a T(> E 
E rw] \ 2/ 
(9) « per 
P : lim m i^ 1) hora) | -- — iq, pem, 
i ' 1 
Y A Yer 
2 T(»— -)sinrpg 
|>; lim [ta 1) ipue(æ)| -n : 
(6) 1 T a rl (v)sinr(p -H +) 
ee 
Pi lim m +1) pue (æ)| - ipi, e(p tmi, 


Dans le paragraphe NVIII nous avons déjà expliqué les conditions 
exigées par ces valeurs limites concernant des valeurs de æ trés voi- 
sines des valeurs singulières x = +1. 

. . ! . , : f 
Quant au cas particulier R(y) = z» il n'est pas possible d'énoncer 


des résultats généraux correspondants aux deux groupes de valeurs 
numériques que nous venons de déterminer. 
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Exemple I. — La fonction P"(x), où n désigne un entier non 


1 
, EU . * . zy 
négatif, est un polynome entier; c'est-à-dire que les valeurs P? (= 1) 
sont finies et déterminées toutes les deux. 


1 
Exemple II. — La fonction (x) deviendra, pour x = +1, infini- 
ment grande comme le logarithme log(x + 1), c'est-à-dire que cette 
fonction n'admet ni des valeurs finies correspondantes à (1) ni des 
valeurs limites analogues à (5). 
Soit maintenant 


(7) K^»*(;r)— aPrr(x) + bQ (a) 
une fonction métasphérique quelconque, nous aurons immédiatement 


(8 ( Ki KP (1) ep, + bgo 
Y | 4 =K"#(— 1) aps i bga 


Y 


j [ 
|^ lim [cz 1) TOM api + bgi, 


+! 


(9) | . 
| k= lim lia + 1) FKY Pi i: ap, + by,, 
| à 1 


selon que N(») =. 


XXVI. — La frontière de convergence est une lemniscate. 


Transformons maintenant l'équation de Legendre en introduisant 


comme variable indépendante la racine carrée y t + z?^, puis posons 
pour abréger 


sS” DEK Fia), a V1—+ ri, 


nous aurons tout d’abord 


posons ensuite 
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les formules différentielles 


donneront pour la fonetion 

(1) y — Kr?( Vic c) 

l'équation différentielle 

(2) wii mt)y" a [29 2 (12-29) z!]y' — plp + auey —0 


qui admet, en vertu de l'équation (19) du paragraphe IX, les quatre 
intégrales particulieres 
(3) Fa), z-"FI(— ci) 


(4) tF, — E boa emp -3 ID 


où nous avons posé, pour abréger, 


- LT” b 1 \ 
Fix) F( — d Ds by V4 cc), 
À r 2 E 
n .f0--1 1 5 ; \ 
F,(r) = EF: , -—w--—Y»axJ 
» "Uu 2 
` . p. d 
Fi) = F(—É, —— — y my "m x |, 
3 | 4 ^ f 
fo +1 [7 
RK(r)—F|' ruby d eye ps t 
2 2 : 


Posons ensuite 


puis introduisons de nouveau æ au lieu de 5, la frontière de conver- 
gence des séries hypergéométriques susdites est définie parla condition 


[at 1| 1: 


soit æ — a 4- tB, nous aurons par là la lemniscate L avec l'équation 
en coordonnées rectangulaires 


* 


(5) (at 5° ax 31) — o. 
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Cela posé, nous avons évidemment à étudier séparément les trois 
champs de convergence À,, As, A, suivants : 

1° Le champ A, formé de la partie du plan des x située à l'extérieur de 
la lemniseate L. Dans ce champ nous aurons, en vertu des intégrales (4) 
et des séries de puissances qui définissent les fonctions P et Q, ces 
deux développements 


"c 


e a a£ T (» -- p)(-c! — 1)* ,, , 0 1—D ! 
(6) Piir) — 3 Y l| e, —— — 9.4 —9—5,. — = |: 
[NETINTEST à " Ph 
E vzlíso--22)(a*—1 : lp 7 
2] QE =); F| ——.»4- rt + % + 9, =] 
TU CETE T ' 2 AA Jd 


Posons dans ces formules æ — o, nous verrons que les fonctions 
hypergéométriques sont toujours convergentes, et la formule de Gauss 
(11) du paragraphe NI donnera ces deux valeurs numériques 


|? or 


«Jj Z ? 
I [v -]sinz(* 4-v J cos 
z 2 p 


5 NR : 
V( 1 5 JTPiv)sinz(v» -+ 9) 


La) Q**(0o) ——ná, P 


Il faut remarquer que ces valéurs numériques sont obtenues des 
définitions originelles des fonctions P et Q données dans le para- 
graphe XVII et sans que la variable z ait entouré aucun des points 
singuliers æ= + 1 et x = x; 

2? Le champ A, formé de la partie du plan des x située à l'intérieur 
de la lemniscate L et correspondant à WW) >o; c'est-à-dire que A, 
contient le point singulier x = + 1. Dans ce champ nous aurons, pour 
une fonetion métasphérique quelconque, la formule suivante : 


lo 


; z ; Dept gs 
[10) Kvf (r) I, F, r*) -A(——) Fi(r— a). 


E ^ 5 PD D ` 
En elfet, supposons d'abord Wò») — -. l'hypothèse x — t nous 
I = À 
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détermine, en vertu de la formule (8) du paragraphe NXV, la con- 
1 
: a I T m 
stante #,; soit ensuite 33(v) >> — nous multiplions par (x — 1). ? les 
2 


deux membres de (10) et l'hypothèse x= 1 donnera £j. De plus, ces 
deux coefficients sont des fonctions analytiques de v, quelques valeurs 
particulières de cette variable exclues peut-être ; 

3° Le champ A, formé de la partie du plan des æ située à l'intérieur 
de la lemniscate L et correspondant à U(x) « 0; c'est-à-dire que A, 
contient le point singulier v = — r. Dans ce cas, nous aurons la for- 
mule analogue à (10), 


= 
\ 


| F,(1— x). 


FES | 


(11) K*?(.n) — IF, (1 — x!) — jet fe, | 

Conformément aux remarques faites dans les paragraphes XVIII 
et XXV, nous déduisons des formules (10) et (11) la proposition 
suivante : 


l. Prenons pour point de depart les définitions originelles des fonc- 
tions P et Q; les valeurs numeriques de ces fonctions concernant les points 
singuliers x = - 1 sont valables si nous farsons tendre vers ces valeurs 
la variable x, en suivant un ehemin qui n'entoure aucun des points cri- 
tiques mais qui est du reste complètement arbitraire. 


Posons ensuite 
y —fivi-—.c). 


puis appliquons les formules différentielles 


dy dy Iv 
= Vn a N ae =a) gaa 
l'équation. différentielle (3) du paragraphe XNIII donnera, pour la 


fonction 


* 


Lu 
(12) yc(t—.r) *Kv*(yr—.r), 


l'équation suivante 
(43) Garry" + [24- 4» — (8 + Su) y + (p — 1p H- 2» 2 1) y — 6 


qui est de la méme forme que (1) dans le paragraphe IX et qui admet, 
N. 1 
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par conséquent, les intégrales particulières suivantes 


1 
(14) Fix), dt File), 
E y eei. 64 

NCA" ERU RES e (1). 
(13) x F; ) a Fi) 
où nous avons posé, pour abréger, 

` , .[1—Dp 1+59 1 

F,(r)— F( - y > it vie y Mode 2" z), 

x. T o o 3 

F,(æ) = F{1+ 3. Lom Vom bs rn æ }, 


Filz) =F (=E, 1—3 E 1—Y—p, a, 


Fix) = F ( 


t-o 
2 


b 
Dow, Loup, x. 
-| 


Posons ensuite 


VIr =ë, t= — Èt, 


puis introduisons de nouveau z au lieu de 5, nous retrouvons précisé- 
ment les trois mêmes champs de convergence que dans nos recherches 


précédentes. 
Dans le domaine A,, nous aurons 


=) 


; = 
(16) PH (x)= LS CE alea M To EE E r( =, 1—Y— E, EEN fit 1} 
(17) = Que (x) = ri PUT EIS : "(* - p 353, E. E, 1-9- p, — 


dans le domaine A,, nous aurons de mème 


z?—1\? 


(18) = KG) = k F, (1 x) + M1 | 
dans le domaine À, 


n - : I th z 
(19) — = Ke) = Rat) — TA ( —— ) F,(1— 2), 
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XXVII. — Le champ de convergence est un demi-plan. 


Quoique les résultats obtenus dans le paragraphe précédent nous 
permettent de résoudre complétement le probléme que nous avons 
proposé, savoir : de discuter le prolongement analytique d'une fonc- 
tion métasphérique et d'étudier la nature des points critiques d'une 
telle fonction, nous avons encore à étudier quelques autres séries de 
Burmann pour pouvoir généraliser des formules trés connues. 

A cet effet, nous avons tout d'abord à étudier la fonction 


(1) (x? n 1) K» ( Te | =( 2? + Fe ( 2 zc 


Posons 


l'équation différentielle de Legendre donnera, pour la fonction 


(2) y —K**?|[ = = 1}, 
cette autre 


, 


(3) a*(1— a)y" + | 1— 2% + (^ x | £ 


zy'— plp + 2v) y — o. 


Posons ensuite, dans (3), 


-f = 
y —.r7?S, 


les formules différentielles (x) du paragraphe IX donnent l'équation 
suivante : 


" 3 ' | 

(4) z(1— z)z"-- | 1— 2» — ap +| 4+ 325 — JE —p(p+»— sco 
pst P e *3 

qui admet comme intégrale particulière la fonction 


(5) z= x? Ke 21). 
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Transformons encore l'équation (4), en introduisant z? + 1 comme 
variable indépendante; les formules différentielles 


: 1 dd : | g 1 dy 
face amm E, SR at) v oi SE 


donnent pour la fonction (1) cette équation différentielle 
(6) (12-5) y" + [2y — (4p + 2» —3)2?] y' + plap + 2» —i)æy = 0; 


ce qui donnera, en vertu des formules du paragraphe IN, ces quatre 
intégrales particulières 


(7) F,(— at), c!" F.(— xt), 


(8) R|- 2) ame E(-—--) 


où nous avons posé pour abréger 


1 i \ 
F (x) F — D. m m D, Mv ~p Æ 
(o) F(- p i-o p La), 
à a I 3 | 
Fr) Fii—p— 3y, = =y -p, c —» æ), 
4 2 "E 


. sf 1 1 ) . 
e T) N | aD. = - 0) — Vis T — E 4 
T F| es 2 p, Y 2" r ) F(x), 


rs) = F(a). 


F(x) Fi? - 4», — — 9— p, 


l'osons ensuite 


1— rt T " 
= À ^I 


1 + or* ? 1 + 


' 1 + I 


puis introduisons de nouveau æ au lieu de £, la frontière de conver- 
gence des séries (7) et (8) se détermine par la condition 


|[r2-c|— |i cl: 


c'est-à-dire que cette frontière est l'axe des nombres imaginaires. 
Supposons (x) 70, nous aurons la formule 


L4 
1348 2 4 


o tenta e (E25 [ue (2) (82 E] 


: r +! 
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tandis que l'hypothèse (x) < o donnera de méme 


r (ER "rcu 1 TNT S Riz) 


(10) Kelar) -(— 


XXVIII. -— La frontière de convergence est une hyperbole. 


Nous avons encore à étudier, par ce point de vue, la fonction 


£ j i 
(n yz (ete (5). 


e: ; i uh i = (1+ aff dy 
? / rpm | / ^ tr? ) r a dz 
Í ! (rm cy dy (+ a*)*(1— 2.63) dy 
Viga) r 45- — à 


l'équation (4) du paragraphe XXII donnera pour la fonction (1) cette 
équation différentielle 
(2) m(t z*)v'-- {av + (2 — 2p) z?] y' + plp —1) zy — 0, 


qui peut étre intégrée encore à l'aide des formules du paragraphe IN. 
Nous aurons ces quatre intégrales particulières 


(3) Fat), atn FQ C x», 
(4) a*F,( =) x? '*( 2-2 


où nous avons posé pour abréger 


; :(1—P p 3 | 
F(t) = F A i à ea | 
0 1— 1 ` 
F(x) = F(— P dai TU r), 
Li 0 3 
F(x) = F( Ea ies V enc org 2 
b 2 
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Cela posé, mettons 
' - 1 — E 


B » 
2 : pt 
I+ $ 


puis introduisons de nouveau æ au lieu de £; la frontière de conver- 
gence des intégrales (3) et (4) est à déterminer par la condition 


|1— |= |a]. 
Soit x = x +- iB, cette condition donnera l'hyperbole équilatérale 


- 2 I 
(5) at—p-—- 


c'est-à-dire que nous avons à étudier séparément les trois champs de 
convergence À,, À, et À, suivants : 
1° Le champ A, est formé par la partie du plan des x située à linte- 


I 


rieur de l'hyperbole (5) et pour laquelle x = + Vr 


Dans ce domaine, nous aurons le développement 


t 


e (St) e (t) | 


(6) her) = “an 


2.7" a 


a 
2? Le champ A, est la seconde partie du plan des x située à l'inté- 
rieur de l'hyperbole (5); ici nous trouvons 


1 
1— a 


)* um) r (o) 


zm* j 


z*— 1 


(7) em K»r(z)— zt | kF, ( = 
Il est bien intéressant, ce me semble, que les deux fonctions qui 
figurent aux seconds membres des formules (6) et (7) se présentent, 
abstraction faite de certains simples facteurs, comme des fonctions 
métasphériques d'autres variables que celles de K”?(x). 
En effet, les formules (10), (11) du paragraphe XVII donnent immé- 


diatement 


"s guuny Cog iR MAE. er ce 
TET) d iocur 2 PB CERNI GM ri RT PIC RM 
| æ J aer (5 — v) Mart 1 / 
2 
SNP ae r( —») TE 
7 fa —14M* x x? Aem 2 PEERTUCUUEE \ 
(9) z(=) Fi " | ENT Enr zd zs 3i 
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3° Le champ A, est la partie du plan des x située à l'extérieur de 
l'hyperbole susdite. Nous ne nous arrétons pas ici à une étude plus 
ample des formules qui sont valables dans ce domaine. 


XXIX. — Nouvelles fonctions métasphériques particuliéres. 


Le résultat le plus intéressant trouvé dans nos recherches sur les 
séries de Burmann est certainement la découverte de deux systémes 
nouveaux des fonctions métasphériques particulières dont les pro- 
priétés intéressantes sont exprimées dans les théorémes suivants : 


I. Il existe deux et seulement deux fonctions métasphériques, savoir : 


Bra TUM sinto . 
(1) U»? (a7) (v) P*?(ax) + - Q'r(x), 


2? 7! ym sinz(p +») 


: ` e- tpi sin mo 
2) V*P(z)-—T(v)P"8(2z)-- ————— i Qv*?(zx) 
) - Ter 
2 Er sinz(p -+ 4) 

qui ne possedent, dans toute l'étendue du plan des x, que deux points 
singuliers quelles que soient les valeurs de v et o; la premiere de ces fonc- 

5 ro’ s C 
lions est analytique pour x = + 1, la seconde pour x = — i. 

) 


En ellet, désignons par K? (x) et L"*(x) deux fonctions méta- 
sphériques quelconques; nous aurons, aux environs du point cri- 
tique x = + 1, des identités de la forme 


(3) Koele) = k F (x) + Ka — 1) Fix), 
(4) L^?(z)-—luF,G)-U(r-—ipy Fir) 
où F, (x) et F,(æ) sont analytiques pour x= 1 toutes les deux. Dans 
le domaine du point singulier x = — 1, nous aurons de méme 
- v 
(5) K*^»f*(x) —K,.G, (xr) + Az ay Us (xc), 
GABINET MATEMATYCZ 
(6) Ltx) = hG le) Ge +07 Ge), Tonargtea Madkouage Vatzant 
où G, (x) et G (x) sont analytiques pour x = — r toutes les deux. 
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Posons maintenant pour abréger 


(7) Lt, A=kl— ft 


puis éliminons F,(x) de (3) et (4), G(x) de (5) et (6), nous aurons 
respectivement 


(8) I! K** (a) — Ki L^?(a) AF, (Cr), 


(9) UK (x) — 4, Lx) = MG CC), 


ce qui montrera que ces deux fonctions deviennent les mêmes, abs- 
traction faite des facteurs indépendants de æ, si nous introduisons 
dans les formules initiales d'autres fonctions métasphériques quel- 
conques. 

Cela posé, substituons dans (3) et (9), 


(10) K*f(a) — P*^f*(a), L^ (a) — Qt), 


puis multiplions par des facteurs convenables faciles à déterminer, 
nous aurons précisément les deux fonctions U et V. 

Cela posé, éliminons ensuite de (3) et (4) la fonction F, (æ), de (5) 
et (6), G(x), nous aurons respectivement 


L y 
(11) hK (T) MP) — — MGr - iy Fin), 


(12) lK PT) — Alix) — — Mr-- o7 GG); 


d'ou, en vertu de (10), le théorème suivant : 


Il, I existe deux et seulement deux fonctions métasphériques, savoir 


s - TIS *Inzí5 2%) ý 
(13) U?5(r)-—FV(v)P**(a)— Rip TAN Q"E(æ), 
ir sinz(p + v) 


"Vv ^ ec eT RS inr (ec + 2% 
(14) Vite) = V(v)P*^*(.7) — : ) Q^? (a). 


a! — m sinz (p + v) 
telles que les produits 


(15) (æ — 1) 


ne possèdent, dans toute l'étendue du plan des x. que deux points singu- 
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liers quelles que soient les valeurs de y et 5; la première des fonctions (15) 
est analytique pour x = 1, la seconde pour x — — 1. 


Appliquons les développements du paragraphe précédent, nous 
verrons que les fonctions U et V peuvent être représentées formelle- 
ment par la méme fonction, savoir 


VzT (o 2v)a-!** sfi—0 Bp. E rA 
zi waa aud A By m wid, ; ) 
r(v- i)r( -- 1) ^ 2 3 1 
(16) | 

CAE SNA E47 RT DE. 
SMS, L3 uda MR pU 1-1 ( 1 — 1t F| Pe 9. 1 p= Ra fy 
VE) i | = - ; 
F(= —-»JF(p + 27) 

2 PAA 


ou bien, en vertu des formules (8) et (9) du paragraphe XXVIII, pour 
les fonctions (16), ces autres expressions 


IT \ i $ 
| Vrlis+av)cosyr pr? r : £ 

— ———————— —— |? —— Gr! — 12Yy', 
The T(p+v+-)cosr(p +) yir 1, 

(aj 4 \ 2j 
"je 4 ! 

* = , ^ L , 5 
af+1T(o+au)sinnr(o -- 29) i7 E < 
er À D? i { 2M 

- ~ * 
n 


Quant à la fonction U”? (x), remarquons que les identités (2) et (3) 
du paragraphe XX donnent 


s , sinz(o-- 27) 
(18) D" 9-7) — ——— M V r), 
sino 


d'où, en posant pour abréger 


a? -1T(y)T(o -- 1 
(191 A ^f (a) RL AN eal 


lio + 2%) grete) 
la proposition suivante : 
Ill. La fonction 
; REl’? n/t o À a 
(20) A"? Cr) V r a F — g — —} L $- Y, - I D 
| F(»+:) ^ * ; T 
+= 
= 


ou bien sous forme d'integrale de Legendre qui n'est pas une fonction 
N. n 
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metaspherique 


TT (o 3- 1) a"! T (y) Ps (ac) sinzo 


(21) A*? (a) qa) 


l(5-- 2v) 
satisfait à l'équation fonctionnelle 
(22) AP (n) = Are). 


Il saute aux yeux qu'une combinaison de deux fonctions prises 
arbitrairement entre 


"m P, Q, U, V, U, V, 


représente généralement un système de deux fonctions métasphé- 
riques indépendantes. 

En effet, Gegenbauer (') a appliqué le système composé des fonc- 
tions P"*(z) et A“? (x), dont la dernière est bien une intégrale parti- 
culiere de l'équation de Legendre sans être une fonction métasphé- 
rique. 

Dans le paragraphe LXI, nous avons à profiter de l'identité (22). 


XXX. — Formules de révolution. Prolongements analytiques. 


Les formules que nous venons de développer dans le paragraphe 
précédent nous fournissent un moyen simple de déterminer ce que 
deviendra les fonctions P? (æ) et Q? (x), si nous faisons tourner 
autour d'un des trois points critiques la variable a. 

A cet effet, supposons que x == a soit un point critique de la fonex 
tion f(x); nous désignons par D(a) f(æ)etI(a) f(x) ce que deviendra 
la fonction f(x) si nous faisons tourner une seule fois, respectivement 
dans le sens direct et dans le sens indirect, la variable x autour du 
point critique x = a. 

Ces significations adoptées, nous aurons 


q) D(4- 1)U P ( x) = Uf (a), D(+ 1) Uj?(.7) = — e-m Ure(a), 
(2) 1-4 Unel x) = U**(z), Lit U]f (7) — — e" " Ut£ (x), 
(3) D(—1)VV*t (7) = Ve T), D(— 1) Vif (ar) — — e-tm Vf (a), 
(4) I(— 1) VP (az) = VYP(zx), I(— 1) Vif (jr) = — et! Ve (ax). 


(1) Comptes rendus de l'Académie impériale de F ienne, t. C, 1891, p. 745-7406 
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Cela posé, soient 
D(--1)P*f(.)—a Pix) + b Q"*t(z), 
D( 3-1) Q^? (a) = a, P*?(2) + b, QE (x), 
les formules (1) et (13) du paragraphe XXIX, si nous égalons, après 


la révolution de x autour du point x — r, déterminent les coefficients 
de P et Q 


f 
E sin To + 
Fiva 4 —————É— —— a, F»), 
(à a V z sin z(v +p) 
5) : 
- sinz + 27) - Nd 
l'(vy)a — ———— — a, = — e-t ms), 
a"-!Vrsinz(p + v) 
5 sin ro sin ze 
Lo) —— "© n M 
as, 2*v -! Aw sinm(p + v) P gei fr sinz (v 2 0) 
(6) VES nip 2 VT: TU 5 
^ sinz (p + 2%) sinr(p + 2%) + 
r()b mecnm RCA b=- MÀ: ez ur. 
2!7! yz sinr(p + v) 3*7! Vm sin z(p -+ v) 


ce qui donnera finalement les formules de révolution 


E sin vr e?* : sinzosinz(o-avy)e* 
(72) D(4- 1) P^»?() — ——— ——. Pré (x) + m — — ()" (a), 
sini 4-9) "LL 'T(v) Vm sin' z(o + v) 


+ 4-10 
sinvre- ?* Wizi 


(8) D(4- 1) Q^? (2) = 2" T (v) Ve e PH?) — Q(x). 


sinzio -+ ?) 

On voit immédiatement, en vertu des formules (2), que les expres- 
sions pour l(4-1)P"*(z) et I(-- 12)Q"*(;) se déterminent de (7) 
et (8) si nous y changeons le signe de tous les exposants des fonc- 


tions exponentielles qui y figurent, ce qui donnera les formules cor- 
respondantes 


ud -Rİ 4 2 ; = 
simnvze- Fe sin zo siInzío -+ 2Y)e Te 


Proge) + eM QE (r), 
a) Ur sin*z (p -i- v) 


(9) I(2-1)P*? (x) = 


singlo +Y) 


(10) ktw) = 2 T() Vren Pre (a) — "oru; CI 
Pour le point critique x = — 1, nous aurons de la méme manière 
Sin vT eme 
Di—:1)P"P(x) —— Pir) 
sIn mp + v) 
(1) sin zp sin z(g + 2)e- evo 
+ — Qoa) 


a*'71T (v) V/z sin*z(o + v) 
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^ E sinare feet aa 
(0) Di— D Qré(e) — aI (5) y Te PIR prei a) — ^sinz(v- p) Q'? (2), 
LA F 
sinvze-fni 
z sin mp + v) 
f * à * 
Q3) | " sInzo sinzí(p + 2v )e- 1e nd 
— iQ EE EE 


| l(— 1) P"2(z)— ETT 


- —— Q"?(.r), 
a2"-'T(y) v7 sin*z(p + v) 


> = sinvrelf+2#7 
(14) = 1) Or) — 3! T (v) REEERE Php | t) — m QU (x). 
4) 1— 1) QE (x) V U^  sinr(p +) em 


Comme contróle de ces formules nous aurons les identités sui- 
vantes 
(15) DC 0 D(+ 1) Pr) — E(o)P*?(a) — etm Pre), 
(16) D 1) D(— 1)Q**(i) = FK (oc)Q**(a) — e-etmim Qve(a), 
(17) H3- 1) (— (0) PR (2) = D(o) P"? (a) = er PrP(x), 
(18) H4 l 0) Q (x) = Dc) QE (x) = etemmi Qv). 


Pour connaître parfaitement les deux fonctions fondamentales 
P'e(x) et Q**(2), nous avons encore à les prolonger dans l'intérieur 
du cercle |z| = 1, ce qui s'effectuera en déterminant les coefficients 
des formules suivantes : 


Pef) =a Mir) b N lt), 
Qrir) — aM Ple) + b,NY* (a). 


A cet effet, la proposition 1 du paragraphe XXVI donnera, en 
vertu des valeurs numériques déterminées dans le paragraphe XVIII, 


sinr(o y Sin yr cé 
| Pc = inz(p + v) + sinvrze? M^* (a) 


2 sin t(p +) 


(19) | rei u— 
| = —À PUNRC VE), 
at yzl (v) sin z(p + ») 
(20) Qr) e- v7! È rite MP (e) + iN "P(e | 
2 v 


Introduisons ensuite, en vertu du paragraphe XVII, les séries 
hypergéométriques qui figurent dans les fonctions M et N, savoir 
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les formules (19), (20) se présentent sous cette autre forme aussi 


PE (v+ £) sinz(v-- Ë) cos EE 
P'é(z)= + m 
sinr(p +Y) rer(i+Ë) 
(21) € et. I 
r(»-- £3) cos (» + £) sin Z 
* 2 f 3 $ 
mc Lac car EI a Á | 
OT ( = ) 


r(»+ Ê) x (+) 


ie 


PAS 
(243) QYP(r) = 2171 Vre” (3 Jr 
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CHAPITRE VII. 


LES FONCTIONS ULTRASPIIÉRIQUES. 


XXXI. — Fonctions de premiére espéce. 


Parmi les fonctions métasphériques, celles à indice entier méritent 
d'étre étudiées séparément, et au point de vue analytique et au point 
de vue historique. 

Nous désignons comme /onctions ultraspheriques de tels cas parti- 
culiers de nos fonctions générales. 

Considérons d'abord la fonction ultrasphérique de première espèce, 
savoir la fonction P*"(x), où n désigne un entier non négatif; les for- 
mules du paragraphe précédent donnent immédiatement 


(1) P'a (z) =M (s) 


ou bien, comme des séries hypergéométriques finies, 


T(» + na) ,. n |1—n E 
(2) P"*(2)— (T —-F[——-:;——531—n—»-—) 
nlYiv) a a xj 
(—1Y T(»--n),. [ 
3! pois g) F —n,9?--n,— at) 
(3) (æ) n'T(v) ( ^ FES h 
(— 1) T(v»-- n iae 3 à 
Á aai E D E "—————_—Fl—nh,y+n+I,—) gt). 
(4) vw) niY(v) ( 2 


Remarquons encore que la formule (2) donnera cette autre expres- 
sion, valable pour des valeurs paires ou impaires de z, 


2 


- ' *«( —iyT(v»-i- n — 1) - 
(9) phn (x )— — N — met : (2 ry 
k V») m sl(n--2sJ! 


d 


Dans les formules précédentes, nous avons supposé 220; nous 
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aurons, au contraire, 
(6) Pr-u(x) = 0, 


n désignant un positif entier. 
Cela posé, nous aurons la proposition suivante : 


I. Supposons n2 o, la fonction ultrasphérique de première espèce est 
un polynome entier de degré n et par rapport à x et par rapport à v. 


Pour de petites valeurs de z nous aurons 
Erw ET ETS 
p L (a) LIT, 


Pv? (2) = a2%(y + 1) z* — v, 


P (zr) v(v 4- 1)(v + 2) £z? — av(v» 27 1), 


Gin li 


D 
P**(m)-—z»(»--1)(»--23)(v»-- 3)z* — 22(v» + 1)(v + 2) z*a- ^ »(9 4-1). 
Quantaux valeurs numériques correspondant à x = + 1 età x = o, 
nous aurons ici 
Tín + a) l'in + 2%) 


(7) Pur) = —— ——, pvo (— 1) —(—1) 


7 — n 
n!Y(aov) n!TY(2») 


; ; ( — 1) (+ n) 
(8) posi) de let Lud PRE CA m6. 


niY(v) 
Dans le paragraphe XXIV, nous avons déterminé ec que deviendra 
P""(a:) quand le positif entier n croitra au delà de toute limite, tandis 
que c ne sera pas égal à une quantité réelle, de sorte que —1=æ=+ 1; 
ici nous avons à étudier, pour notre fonction particulière, ce cas 
exclu. 
A cet effet posons 


puis appliquons la définition de F,(w); la formule (5) du para- 
graphe XXIV donnera ici 

) p» Linde CN E EB EE E 
(f "(z)- (EHESS) D A——-u€e 
z ad ro) '^ vs ) P V, UO) EC) 7 
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où nous avons à supposer [5| = 1; posons ensuite 


la formule (9) donnera 


=" 


2n* (n — ss 
10) Pra(æ)|< -2 
( | I [T (v)] ET ET APT RETI Y "eT 


Or, supposons ; i| est possible de déterminer un nombre 
positif fini G, tel que nous aurons pour toutes les valeurs de n ets 


1 i Li 
TAE LA ;O)YQO)/ 7 


ce qui donnera, en vertu de (10), 


1=n—1 


: * 
on Prr(r)|= Gant n — sys |. 
|P*^(z)| 5G + S (n—s) 


, 1 
Soit maintenant x <o, nous aurons toujours, pour 15r- m — 1, 
r(ín—r)zn—t, (n —ry*r**(n-—m1)*; 

d’où, en vertu de (11), 
(12) | P^" (a)| — (n -—1y(n--1)6; 

Supposons ensuite «7 o, les inégalités 

rí(n—r)-—u, (n — rrt — n" 

donnent de méme, en vertu de (10), 


(13) | P^*(a)| << nn + 1)G. 


Combinons maintenant les inégalités (12), (13) et la valeur 
limite (10) du paragraphe XXIV, nous aurons le théorème suivant : 


Il. Supposons |v|5 G, tandis que x est un nombre complexe comple- 
B . ^ . a 
tement arbitraire, nous aurons, pour 6 7» o, la valeur limite 


ait at) 


TET ) 


(14) lim EFI 


où nous avons posé, pour mter 


(15) v = a + iĝ, E=rHEVe—1, llaa: 
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De plus la suite illimitée, formée pour des valeurs positives entières 
i 5 : A î 
de n, de la fonction qui figure au premier membre de (11) convergera 
uniformément vers sa valeur limite susdue. 


XXXII. — Étude d'une formule classique. 


Les résultats que nous venons d'obtenir nous permettent d'étudier, 
d'un point de vue tout à fait élémentaire, une formule classique dans 
la théorie des fonctions sphériques. 

A cet effet, prenons pour point de départ la série de puissances 


noes 


` 
1} "V T, d)= N p» JE LA 
\ ft Li (rig 


n=0 


qui est certainement convergente, pourvu que 


jal < |a T rt À 
Posons ensuite dans (1) v +1 au lieu de v, puis multiplions par 
1— 227 + 7° 
la formule ainsi obtenue; nous aurons 
(1 — 2a-c + 23) SOH 1, c, x) 


sb 
N [Perben (>) az pretty) + P1273 r)|a"; 
— 


"n 9 


d'où, en vertu des formules développées dans le paragraphe NNI, 
l'équation fonctionnelle 


(2) (1— aar + a3)f(v» +1, x, x) — f(9», x, «). 


Différentions maintenant par rapport à « Ia formule (1), puis appli- 
quons l'identité 


nP (x)= 2| rp»-rn *1 (2) i> [nebat t) ]: 
il en résulte l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 


D4/(», æ, 2) = av(r — x)f(v-- t, m, x), 
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d’où, en vertu de (2), 


D4/(v, i. x) 29(.5 — x) 
— P nci Ve oed ia 
(v, m, 2) 1—2aT-r-a! 


ce qui donnera pour f(y, æ, «) une expression de la forme 
(3) Jr, æ, a) — z(», e)(r—2ac at)", 


où la fonction y (v, x) est indépendante de a. 
Or, la définition (1) donnera immédiatement 


SO T, 0)- Zn 


d'oü, en vertu de (3), 
Zz(»r)-—!; 


et nous aurons finalement la formule classique 


B=. 
= == — 
(4) (1— aar + a*)7* D P**(x)a^, la| «lc + Va— 1], 


nd 


T * Lj "RATE ., PERS 2 ü 
dont le cas particulier v = + a été étudié déjà par Legendre (*}), tandis 
Į - ] S 


que la formule générale appartient à Jacobi (?). 

Cela posé, désignons par 0 un angle réel quelconque; la for- 
mule (12) du paragraphe précédent montre que la série à termes 
positifs 


^" L | 
Y [P^ (cos4)| 
— 


n=0 


est convergente, pourvu que @(v)< — r, d’où, en posant dans (4) 
a = £^, puis appliquant l'identité évidente 


i 2650030 + e *— al coso — COS 9 Je'v, 
la proposition suivante : 


I. Supposons W(v) «C — 1, puis designons par 0 et o deux angles réels; 


(1) Mémoires présentés à l'Académie par divers savants, t. X, Paris, 1785. — HEINE, 
Handbuch der Kugelfunktionen, 1. 1, p. 2, Berlin, 1878. 

(2) Œuvres, t. VI, p. 154. — HEINE, Handbuch der Kugelfunktionen, V. V, p. 297, 451, 
Berlin, 1878. 
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nous aurons le développement 


n=- 
2 eet "ul "a. 
(5) —— a N P*^^(cos9)e"s', 
: a"(cosg — cos?7)* — 
n=0 


où la série qui figure au second membre est uniformément convergente et 
par rapport à 0 et par rapport à c. 


Posons maintenant dans (4) v — 1, puis appliquons l'identité 


, t A - 
1 t / e! ü er i 


—— 9l o- = ( , 
I — 22 C03 + a? ta sing V r — xe 1— ze) 


ce qui donnera pour || — 1 la série de puissances 


"nx 


: Y. 
1 — 9 MULA FUI ats 
"na f BU FT. » 
I — 22 COSY + X — sin? 
n=0 


d'où, en vertu de (4) pour x = cos, l'identité suivante : 


gi 15 
(6) P'^(cos5) — Lee LA 
sin? 
De plus, la formule (5) du paragraphe XXIV donnera immédia- 
tement 


. Ce f zn + 7 |] - —— = — 
lim[T(v) P*^(.7)] = ————, n2, Ex + Vas 
ymo n 
d'où, en posant 
T cos 9. 2 gt 


la formule nouvelle analogue à (6) 


"ean 

^ ' 3 F 2 cos nr 0 

(7) lim [T(v) P*^^(c0s5)] = — 
y 9 


1 RAZI, 
tt 

Les deux formules (6) et (7) montrent clairement que la fonction 
ultrasphérique P"" (cos0) est une généralisation immédiate des fonc- 
tions trigonométriques ; appliquons, par exemple, la formule (5) du 


paragraphe XXXI; nous aurons pour v = 1, v = o ces deux formules 
élémentaires 


ch 


~ 
ae 


-" 
| (2 cos 9 )^ 1" 


rco 


: n ^ sf R 
sin(a + 1)9 sing D —1Y( 
! 
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et 
enl 
: n ww Cm /n-—r—3! TA 
(8) casu - N L7 | |(2€c08s5)*-?r, 
. à dé n — r r 
(6-9 


Une autre classe de formules élémentaires peut être déduite du 
développement (4) en multipliant d’après la règle de Cauchy deux 
séries de ce genre. 

En premier lieu posons, dans (4), 5 au lieu de v, puis multiplions 
les deux formules ainsi trouvées; nous aurons l'identité suivante, 


“N 
- 
(10) leur) b p»^-5( x) Pt (m) 


z0 


d'où pour 2 = 1,4 = eost) 


sin(s-- 1)8 
(11) pr (eos5) = Y a 9 L Pri—e( cos), 
E n 
: n L 
tandis que l'hypothèse v = 2 = - donnera 
sin(a - 1)5 Y plene T 
(12) ———— DP (cos) P? (cosġ). 
“1119 
r 3 


En second lieu, changeons dans (4) le signe de x, puis appliquons 


l'identité 
(r— aux -+ a3 )(12- 22:7 + 25) — 1— 2( 22! — 1)at+ gt: 


la multiplication des deux séries ainsi obtenues donnera 


=ne 


à 
(13) Ny | D Ps(r)pota-ze!() = 0, 
-— Y 
LI fn" 
im | 
(14) Y (c-r con mar) I" (2a2*—1); 
s LU 


d'où, en posant x = cos0, la formule curieuse 


* 2^ 
b ^ IY r * $ 1.9 2 A 
(15) P^ (60825) = y ( — 1} P**(cos6) P*?^-7*(cos8). 


x—à 
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XXXIII. — Formules d'Euler et de Jacobi. 


Les formules différentielles que nous venons de développer dans 
le paragraphe XX se présentent sous forme trés élégante dans le 
cas 2 — n, n désignant un positif entier; la formule (13) donnera 
dans ce cas cette formule célèbre de Jacobi ( 


LE 
t 1 ` ` I 
ven (—1)" n1T(v)F( 25 + 2v) WEE 
(OFr. (1 rj i|- — t z (r— ri) lux), 
N $ 2" F'(» 4- n)T (n + 2%) 
O: 
>è 


T " E l ^D "ES ^ 
dot de cas particulier v — - a été connu déjà par Euler comme l'a 


remiuiqué Imtschenetsky (°); cette méme formule particulière a été 
déquie indépendamment par Rodrigues (*), Ivory (*) et Jacobi (5). 


M € . 1 . . . . 
osons ensuite, dans (1), — — v — n au lieu de v, puis introduisons 


“ra fonction notre ainsi obtenue la série hypergéomé- 
ai (2) du paragraphe XXXI; nous avons la formule suivante 


Qo, r 
(n + 2v) p &.) nov i 
2) Mi= aana —— » š =g on she Ý, j 
el à | Líav) aca FI 2 " TTE 7 
dont le cas particulier v — > = appartient à à Euler (*). On voit que cette 


formule eulérienne nous idis immédiatement la dérivée d'un ordre 
quelconque de la fonction arcsinx. 


. I . . 
Posons dans (1) directement = — v — nau lieu de v; les expressions 


diverses données dans le paragraphe NXIX pour la fonction U? (x) 


(!) Journal de Crelle, t. LVI. 

(*) Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. t. NIV, 1882, p. 255. 
(*) Correspondance sur l'École Polytechnique, 1. MI, 1816, p. 361-385. 
(30 Philosophical Transactions, p. 91-93, Londres, 1824. 

(3) Journal de Crelle, t. Il, 1827, p. 223-226; OEuvres, t. VI, p. 21-25. 
(5) Institutiones calculi differentialis, p. 150. 
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nous conduiront à cette autre forme de la formule (2), 


n 
(—1)*n! a 


prn (. = } 


^ 


(3) D*[(1 — 21)7*] = 


(1 — : 
qui semble être due à l'auteur ('). 

La formule (1) donnera ensuite si nous posons y — 1 et n — 1 au 
lieu de z, puis appliquons l'identité (6) du paragraphe XXXII cette 
autre formule célébre due à Jacobi (?) 


n=; — 1)" 11,3,5,,.(an — 
(4) Dr! la gp) 3 | = en EE DES CSL sin(a arc cosa ). 


La formule différentielle ( 1) donnera alors immédiatement le théo- 
réme suivant : 


, , |I . ? E 
I. Supposons v réel et égal à z au moins; tous les zéros de la fonction 


ultrasphérique P""^(2:) sont réels et situés entre les limites +1 et — 1, 


Pour obtenir une autre application essentielle de la formule (1) 
considérons une fonction f(x) réelle ou complexe de la variable 
réelle z, telle que les z + 1 fonctions 


fix JG fx ee fU) 


sont continues dans l'intervalle — 1 ^77 -+ 1, puis étudions l'inté- 
grale définie suivante, 


»*1 ed 
(5) I J f(x)P""(z)(1—2*) ‘de, u(y) > — - 
V1 


la formule différentielle (1) donnera pour | cette autre expression 


wn 


(— 2)*T(v» -+ n)T (nu + 2%) 
n1Y(v)F(2an + 2v) 


1 
"idz, 


Fi aa 
METTE 
* 1 


d’où, en intégrant n fois par parties, la formule fondamentale 


, i^ F(v-- »n)V(n + 2%) VE yn 2 
bibe 4. J i Ja. cn nn A OFTES c 220 1 
(6) niY(v)F(av4- 24) J - T AS =E de, 


(1) Monatshefte far Mathematik und Physik, t. XVII, 1906, p. 222-224. 
(2) Journal de Crelle, t. XVI, 1835. 
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de laquelle nous avons à déduire une suite d'autres résultats dont la 
plupart sont très connus, mais démontrés à l'aide de méthodes tres 
différentes. 

1? y = 0, z = cosh : un simple calcul donnera la formule célèbre 
de Jacobi (*) : 


^T pA 


(7) l [(cos9) cos (x 9) dÿ — - | J'™ (cos8) (sin 9)!" d9; 


Ji 1.3.5... (2721 — 1) J, 


2? y — 1, & = cosÓ : posons z — r au lieu de z, nous aurons la for- 
mule analogue à (7) : 


(8) Í ficos )sin(n 0) cos $45 — 


À 1.3.5... (270 — 1), 


AR 
| f" (cos 9) (sin 9)*^ d9; 


0 


n 


3° Soit f(x) un polynome entier de x d'un degré égal à n — 1 au 
plus; la valeur de l'intégrale (5) est égale à zéro; 
4° Appliquons la formule différentielle 


n pta ness - 


nous aurons en vertu de (6) la formule singulière suivante, 


CRE ! M 


j x : niin- ay) 


(a) Pre(r)P*r(x)(o— xt) ‘dr — — y 
. à | 27 (y+ nal F(vil 


Q 1 
. Z . , I > 3 
selon que n $r ou n —r; le cas particulier y = > appartient à Le- 
gendre (?); 
5° y =0, x = cosh : la formule (9) donnera cette autre, due à 
Euler (?) : 
e 


E 
T 
2 


(10) | cost n9; cos(r0)di = | - 


"7" 


3 


selon que 25r ou n =r; 


(1) Journal de Crelle, t. XVI, 1835. 

(2) Histoire de l’Académie de Paris, 1787, p. 373; 1789, p. 381. 

(3) Voir, par exemple, Nova 4cta Academiæ Petropolitanæ, t. XI, p, 49. Le Mémoire 
d'Euler est daté de mai 1777. 
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6° y = 1, x = cosl; nous aurons l'autre formule eulertenne selon 


: fai 


7 


(11) | sin(n6) sin(r9)dé = | 7; 
š ' 


que nr ou n =r; 


7° Soit f(x) un polynome entier du degré n par rapport à x; nous 
aurons toujours une identité de la forme 


(12) f(x) —a, PA (Ce) #4 a, PE) +... + a, P^^( 2), 


où le coefficient a, se détermine à l'aide de la formule 


E l z 
T : S Long” rV'(p + 2%) 
3) a mpi r =- gq ? dæ - 
(15) MN: JG) P^» (2a)1 r*) ‘da a? + pp! [E CT ps 


ou bien, en vertu de (6), 


umet T iy + p+1) Ci») 


pong id 1 
(14) 7 | JP (an) a) 4 dx, 
Ja 


rl(2% + 2p) 


c'est-à-dire que la représentation ( r2) n'est possible que d'une seule 
facon. 
Posons particulièrement 
3 E—TF JU Gr) = a(n —1)... (n — p +r)at rs 
la formule (6) donnera, en vertu de l'intégrale eulérienne de premiere 
espéce, le développement 


p” 
EN 1 
(15) n1T(v) «Ji Nini iral Pot a), 
2* — mislliv-- n —s--1) | 
s=0 


8 La fonction ultraspherique P*"(x) est le seul polynome du 
degré n par rapport à x qui satisfait aux n +1 conditions suivantes : 


+! 1 


(16) | e" f (a )(1 at) dx - 


" I 


zl + 25) 
a"cw-1T(,)T(v-- n1) 
et en désignant par p un nombre entier, tel que o p^ n — 1, 

prt 21 
(17) | mPf(.)(r—32*) dr =0o; 


v 1 


nous supposons naturellement Mv) > 


WWwW.rcin.org.pl 


CHAPITRE VH. — LES FONCTIONS ULTRASPHÉRIQUES. 103 
Appliquons la formule ( 12), puis mettons pour abréger 
wl * 
(18) Ar | ph Per) (a r*'y “dr, 
"v -—1 
ce qui donnera x,, — o pour p <r; nous aurons, en vertu de (12), 


Ap pp t pp pie + Apollo = 0, — Opi n—t, 


tandis que ( 16) donnera de méme 
Xn, An 77 Kan- i 0744 Eon t Vtt — Xune 
d’où immédiatement 
Aa 1, etu O, 0-p =" _ 
c'est-à-dire que nous aurons 
X) Ima 


Du reste, on voit que le polynome f (a) du degré z par rapport à x 
est entièrement déterminé quand les a + 1 intégrales ( 16) et (17) ont 
des valeurs données. 


XXXIV. — Développements divers de l"*(cos 5. 


Pour mettre en pleine lumière la propriété que possede la fonction 
ultrasphérique P""(c0s0) d’être une généralisation des fonctions tri- 
gonométriques il nous semble utile de réunir dans un paragraphe 
séparé les développements divers de cette fonction qui peuvent étre 
déduits des formules générales développées dans le Chapitre VI. 

1° La formule (5) du paragraphe XXIV donnera pour n positif 
entier 


fa ! Div Aa)" | i 
hes o Ms js ^ = tE 
l ta ET | l'y! - ( BuNASSY SINE 
ou, ce qui est la méme chose, 
=n 
r 1 1 lo -- ST» -- » —«) 
(1) prej — | — d esie : d T qui 
La kat [Vivo om Hn s)! 


Posons ensuite dans (1) x — e*', puis ajoutons les deux formules 


N. T 
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ainsi obtenues; nous aurons 


sn 
i ? 1 3 F(v2- sily nes) : 
(2) P*^(6e08s9)- a wur ——MM—7——777 008 (A —28)9, 
[F(v)] 2 s'(u—s)! 
s= 


d’où pour v = 1 la formule élémentaire 


Izn 
11 6 
ON sin( a + 1)5 ` ; 
(9) MSIE, ; cosin —25)6. 
sinô — 
s=0 


Supposons p = 2n, n étant un entier non négatif; nous aurons, en 
vertu des développements du paragraphe XXVI, 


Tí2v»--22) / 
(an)! T(2v) | 


CL (+ 2n)(2 y" ., 1 1 
< F(—5n.-——n,1—»—2n,——p 
(24)! F(v) 2 


mw IO Te 1 4- 23)— 


I | 
—n,v--n,»-- =s — aJ, 
2 j 
M 14- 2!) — 


d’où, en posant x = i sinh, 


T(2»-- aA) 

(22)! F(2v) 

TY(»-- 24)(— 1)" (2 sin2)!^ 
(24)! Fi) 


, ^ 

I5 - 1 ^ 
p?(co85)— F( — n, »- n,» = sin*6 ), 

1 / 

(5) | P*^(cos5 5)— 


2 r 
xr —n,-—y—n,1—v»—23n, s): 
2 sinŸ, 


Posons ensuite v — o; nous aurons les formules élémentaires 


ceos( 20) — F( — n, n, +s sin'ó h 
H Ni 2 "4 
(61 1 
z 1 
cos(an9$9 = LP EL EE 16F — ji, = — A, 1—2 —— 
| i j=(— 1) sin*^ 61 ( nzm] n, n° 
tandis que l'hypothèse v — 1 donnera de même 


: + di» 2 
| sin(2n e 6 — (2n 4 1)F( — n,n +1, Zs sin*ó Jsin5, 
2 
(7) - 


: à , I I i 
| sin(an + 199 =(à(— 1)" "n F| — n. — = — n, — an, — Jsin!"*!6. 
Y 2 sin* j 


3° Le dernier groupe des formules du paragraphe XXVI donne ces 
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cas particuliers : 


Cias- an +1) 


1 
=g) Pipeme(—rzÉ 
ü z) ^I (Vi r) (an +1)! T( 2v) 


xF(—nv+n+r, + T |. 
2 F 


[LE 


z —— lL(»--an-r-t 
(1— x) f peine mu) = ) 


(an1)! T(v) 


" LU f 
x ("aa F(— R.TT—9—H,—9»—2n —) 
2 r 


où z désigne un entier non négatif. Posons ensuite x = sin? 0; nous 
aurons 
l(2»-2-3an-- 1), f 


, j A 
F( —^n, +n 1, Y+ = sin? 5 ) cosh, 
2 


pr (cosb) = — M — 
(2n--1)!T(2») V 


: liv- 22 -- 1) 
(9)( 1mt*«*1(e90s 09) — ——————— 
(an --))1T(v) 


` I 1 i 
x(—1i)a'^F| — n, = —9— n, —4— 2n, m | sin 9 cosô, 
2 sin 5j 


Posons v = 0; nous aurons particulièrement les formules élémen- 
taires 


T, iy A A 
\ cos(an --1)2—F ( — n, n +t, — Sin* 9 Jeos?, 
2 
(10) : $ | 
s I UN e 
| cos(an+1)=(—i) am F( — n,- — n, — an, — |sin?^ 5 cos 9, 
| 2 sin*5, 


tandis qug l'hypothèse y = t donnera de méme, si nous posons » — t 
au lieu de a, 


| sin |n.) —nE ( I— n, 1n, —: sin’ 5 ) sina, 
2 
G1) ? 


: , 6 7 ! ! P ; 
| sinan9 (— 1)" ES ae | Coen R tamis 1—2h1, sins | 0085 sint^ 145 


siu 


4? Les développements du paragraphe XXVII donnent ces cas parti- 
cuilers : 


DE Vin --2v),. i 1 
13-2073)! Pr» ——F(—n,-—»—n,---*» 4 
En e n! Y(av) | *'a 'a ! E 
(i1): b É i 
| fs pus En) Yin + 25) T ea EDN UA 
Ce PF — n, -MH t 
: Ui m y nt Egay) N 'a a Adice. 
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` 1 . 
d'où pour æ = tangz 0 la formule suivante : 


Tín + 2%). 1 i r 
-F(= n, -== n, > +y, — tang? 39 )eos'^ 
; 2 " 


————— 9. 
n! Fizy) 


(13) P^^(cos$)— 


= 1 


. . I m 
dont le cas particulier v = = est dû à Murphy (*). Posonsv = o, v = 1; 


nous aurons respectivement 


1n 1 


; į r = ! 1 \ 
| cos(n4) cos-6)] F[—n,-—n,-» —tang'- 9 ) 
F 2. \ 2 2 x el 


(14) \ 12 


| sinin + 10) d P NM se 1 3 \ 
| E = tn +0) (082 0) F(—n,—-—n,- — tang> 6. 
2 +) | 2 2 2 


sing 
5° La formule (6) du paragraphe XXVIII nous conduira à ce cas 
particulier, 


n » - 
5 QUERN: 1 | Tin + av) fin n i : 
(19) (1 4- et) Pr == ) a Argae (=H, — T je 
Vi + xt n! Fizy) a 25 4 


d’où, en posant x = tang, la formule nouvelle 


zn : Cin +a) naime n od. $ 
(16) P"^(cos5) — "T T) F( qotslascios D +y, — langt ý J cos" 5, 


i 


š i r pen n x 
dont le cas particulier v — = est dù à Euler (?), tandis que les hypo- 


thèses v = o, v — 1 donnent respectivement 


-" 
3 , 
Y Gre : : . 
| cos n6 = N (— D | cos” “0 sin?* 9, 
— 25 j 
* 
(7) \ n—1 
: " + Mes , 
sinnô "a 1} | | cos" 1-10 sin t^*15, 
— 25 = 1! 
20 


ou bien la formule de Moivre. 
6° Nous avons encore à mentionner ici la formule particulière 


lT(n + 2%) ,,/ 1 E 
(18) Paie rm) = TT - F(— n, n T29,9---3—-—]: 
nl Tv) 1 " 


(1) Elementary principles. Cambridge, 1833. 
(2) Institutiones calculi integralis, t. 1, sect. I, Cap. VI, probl. 33. 
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qui peut être démontrée simplement si nous développons en série de 
Maclaurin la fontion qui figure au second membre, Posons 


ecu 
z-—-—2sin*- ý; 
2 
nous aurons 


Fin + av) 


. i 1 "be 
(10) p» (cos) — Pf — n Re ay, = Hasin 9), 
( a 25 


n! F(2v) 


d’où, pour y — o, v — r, les formules élémentaires obtenues dans 2°. 


0 A I 
Posons, dans les formules obtenues pour P""(cos0), v= -; 


nous aurons des développements pour la fonction sphérique ordi- 
naire P^(cost)). 


XXXV. — La fonction cylindrique comme valeur limite. 


Les formules particulières que nous venons de développer nous 
permettent de déduire une valeur limite intéressante, concernant la 
fonction cylindrique de première espèce, savoir la fonction 


= (— 1) r 
i (e =X WILL _ 
" vr) ATEN US) 


LETT 


LA! 


A cel effet, prenons pour point de départ la formule (19) du para- 
graphe XXXIV ; nous avons à démontrer le théoréme suivant : 


l. Supposons finis y et x; nous aurons la valeur limite 


1 
es 
: 3 *T(v)a! T = ay - 
(2) lim M pra cos x) = J EH 
nzelvyxl(n-- 2v) \ n, 
de plus, supposons finies les limites supérieures de |v| et de |x|; la fonction 
qui figure au premier membre de (2) convergera uniformément vers sa 


valeur limite susdite. 


erivons tout d'abord sous la forme suivante 


WETTER ` 7 i eem 
— —— peni cos- | = ——— F| — n, n +2, 4+ —: sin — | 
Vrlin + ay) \ / v | | 2 an 


B 
mi 
— 
` 
— 
s 
hd | — 
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la fonction susdite, puis désignons par u, le terme général de la fonc- 
tion hypergéométrique qui figure au second membre; un simple calcul 
donnera pour z, cette autre expression 


(1) Un= igne... ( =) (Lin) i TY 
pl TU vr pl -) 
où nous avons posé pour abréger 
(2) dy (5) ( ze =): dm, 
G) =li Z) (2E) e PLA, ama. 


Cela posé, introduisons comme ordinairement le positif entier /n 
déterminé par les conditions 


(4) m 1-2 > |V nl" 
puis, posons pour abréger 

(3) An = Uot Utt ist... + Unis 
(6) BL eph Usa Rus 


nous aurons évidemment 


/ i 
pe F( — n, n + 2%, 9 + 3° sin? - — = ]= Ant Bye 
à ir / v + 2] ^ 
Soit ensuite p £m, puis posons 


fan . r Ip 4 
|— sin— ESETA 
c 2n 


le lemme V du paragraphe II donnera immédiatement 


i - _4Aplælt-4mlrlt ms 
(8) [òl — PEL < ——- < —; 
r Hh "n 
posons ensuite 
(tj, — 1 + Öp b,—1--90,; 
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le lemme III du paragraphe IE donnera de même 


2 ap - {n° 

( dE —i——: 
(9) 5| < n n 

à {pin + |ay Sm? 
(10) a « 4ER + T2 < . 

n n 
Soit maintenant pour p = mn 
1v 
[— 17 9° æ \2P . 

(rr) Up ciere eer 0 (i+ p); 


p! r(» + p + : | 
il est possible de déterminer une quantité positive et finie M, telle que 
nous aurons constamment pour p 5m 
E 


2) "E 
(12 Ln " m? 


de plus nous aurons, en vertu de (1) et (11), 


pm 


IW j ^ , 3p 
PERS ia a = mL (£y 
z 


piE(»+p+ i) 


po 
(13) \ p=e 
u (— 1)" AU 
| -X n 
"aA pE (+p 5) ` 


id 


Supposons maintenant m + 1 <p <n; nous aurons constamment 


a, Zi, 


A «( t+ HRS | 


«a 
n 
de plus, il est possible de déterminer une quantité positive et finie g, 


telle que 


dug 1 
cs SITE aa 
^H 
ce qui donnera évidemment 
pan Lus 
Du (gx yt" 


, 


{iI 4) Lm J+ 
p! 


(+ p =) 


pmi 


de sorte que les relations (13) et (14) nous conduiront immédiate- 
ment au but. 
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R 8 a [ s 3 
La formule (2) qui correspond à v = = est due à Mehler ('), tandis 


que Heine (*)a étudié presque contemporainement un cas plus général 
de notre formule susdite. 
XXXVI. — La fonction ultrasphėrique de seconde espèce. 


La fonction ultrasphérique de seconde espèce se présente pour 
|x| > 1 sous la forme suivante : 


VRE in tayon " n +1 1 
(n ")— < = pi ypu y- —— buy -— |t 
MIC: a" T (va ni) FI e s ~ nza) 
d'où, pour z = — 1, cetle expression simple 
zl(a» — 1) lv 
(2) (Quetif y ids (as) . 
TEN Lv) 


Un autre cas parliculier très simple peut être obtenu de (1), si nous 
1 . 
y posons n = o, y ==» ce qui donnera 


^ or 


Li 1 
ET ori. n Ini à 
(3) Pir) ; log : 


a 
Quant au prolongement analytique de Q(x), les formules du 
paragraphe XXX donnent 


re zT(v) a IVR p, 
( $) PL Q^ (2) e Pr n (x) + ES [^^ (æ), 
où nous avons posé pour abréger 
-Y 1 
(—1)^ l| »-- n 4- - Jac : 
de ] TE [ 3 
Cam) : F(-—n -= yn. =» x*) 
1\ 2 2 2 
I | Rp" = | 
(5) p 
(— 1)" von E 
[2er Ge) —_—— MM F(- DM ucc E* s 
3 2 2 2 


(1) Journal de Crelle, V. 68, 1868, p. 140. 
(2) Journal de Crelle, 1. 69, Handbuch, t. 1, p. 154. Berlin, 1878. 


4 
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c'est-à-dire que les deux fonctions L" (x) et P""(z) sont de parité 
différente. 

Il est digne de remarquer que la formule (4) nous permet d'établir 
une formule intégrale assez analogue à celle donnée dans le para- 
graphe XXXIII. En effet, nous aurons ce théoréme curieux : 


l. Supposons (v)  — - puis désignons par n et p deux nombres 


entiers, tels que n + 2p 7 0; nous aurons 


+1 "T. O, 
(6) f Q*^ (ir) P" **h(.p)(1 -— ri) 1d —: | 
Yal 


e-Yni( — "yT l'(n + 2%) 
| (2» 4- 3n) F(v) n! 


selon que p est different de zéro ou non. 


Quant à la nature des points critiques x = +1, les formules du 
paragraphe XXX donnent ici 


| D "T ) Q^" (2) LL aF (v) yne YRI pa (æ) no “EVRA Jya (m), 


| L2- 1) Q (à) — 317-1 T(v) VR em pen (ie) — e Tign ae): 


| D(—1)Q*^(a) — a" 1T (v) vr gum pem (ae) — etim Qe (an), 


(8) = 
| ll A 1) Q^^ (47) — af T (v) m erm phn] r)— een Qv" ( x). 


Les formules différentielles du paragraphe XX donnent, pour 
gmpen, 


1 
(12——1) *'Q""(a), 


1 
+h— - 


 (—2y'nlT(2v-i- an) 
l(a -+ 2v) 


(9) pelia: Hi Qa) 


tandis que l'hypothèse g = n, p — n -+ 1 ne donne aucune expression 
pour Q” (x). 


Enfin, combinons les formules (2) et 


1 . 
DQ” (a) -— ALS A (x); 
nous aurons 
ES 1 
rtt yzT(2v2-22 21), , =n 
Ppr ()y^n( $) —( — - —— c lri L ail 
02 rcm) ( 3) Viv» 2- n +1) \ 
X. 15 
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CHAPITRE VIII. 


APPLICATIONS DES FORMULES FONDAMENTALES. 


XXXVII. — Sommation de quelques séries finies. 


Écrivons sous la forme 


T(o +1) l'ío--2) v l'(o- 1) 
APTI aptek e= kA Kreta) + e eE $7! (ar) 
F(p 2%) ^ Típ-av) lpt 2» — 1) 


(1) 


l'équation aux différences finies qui figure dans la définition d'une 


fonction métasphérique ; multiplions ensuite par K7*( y) l'équation (1), 
puis posons successivement 


en Dn 


au lieu de g dans l'équation ainsi obtenue; nous aurons, en addition- 
nant toutes les formules ainsi trouvées, la formule suivante : 


cn 


3 (20 + 2»-- 2s] F(p 4- 5 -- 1) Ke (x) Kb y) 
a S wur ' LY}? 
— lY(o--2»-- s) 
s=0 $ 
s= 
(a) 5 Tío +s 2) 
2) at ot— f 


s KP (x) Kyo**(y) 
sm Lip +av+s) - 
da 


ES) 
aX lT(ío--5--1) 


MM — K (ar) Kyet*( y). 
— ls + 29»-3-*—1) 
0 


Permutons maintenant dans (2) x et y, K et K,, puis soustrayons 
de (2) l'équation ainsi obtenue ; nous aurons finalement l'identité 


WWW.frcin.org.pl 


CHAPITRE VHI. — APPLICATIONS DES FORMULES FONDAMENTALES. 115 


remarquable 
-" 5*1 F - 
ies y jy Ge + a et pare i )! Kve*t(a) Kyo Y) 
(p 7r 2v 3 5) > 
s=0 
3): l(o2- n --2) ,,. x = E 
d E "eie c Mee TERT CEN (a) K erg yy] 


rip +1) 
-T(p-2»—1) 


[KP I(x) Ky P(r)— K1?-'( v) K^*(a2x JE 


de laquelle nous avons à déduire une suite de formules intéressantes. 
1° En premier lieu, posons p = o, K = K, = P; nous aurons la for- 
mule élémentaire 


5s=n 


| P s av)! pucr) pre(y 
— T(s--2v) 2v) y 
" 
(4) 4 s=0 
(n -- 1)! Pretty) P^, y) Pr n (un) p~ (y) - 
= W———— — > — — — = tr, v), 
En + 2v) r—y 


qui joue un róle fondamental dans la théorie des séries de fonctions 
ultrasphériques de première espèce; 

2? Posons maintenant dans (3) 5 — o, K — K,— Q, puis appli- 
quons l'expression 


vire VRT(av—1),,.-— a 
Q^-'(2a) Ner m pes 
nous aurons la formule TEM. ATYCZN 
GARNET MA "nii 
IM ^ cup Makegt WE 
X arp aty) (asap 
$0 
(5) ] A (n +1)! Q^ (z)Q*^ty) — Q^^(a)Q*»*t(yl 
~ ln a») ry 
m js ! + 
| Nn Cat Q(y) —(— 1) Qvi 
[NET T—Y z 


. . I "m 
dont le cas particulier v = — est assez élégant. 
Supposons ensuite que ni æ, ni y ne soit égal à une quantité réelle 


située entre les limites Æ 1, ces limites y comptées; la valeur limite 
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du paragraphe XXIV donnera, en vertu de (5), 


5 (25 + 2v)s! 
—- l'(s+ 2%) 


Q"(æ)Q" (y) 


(6) | t= 
| RE (at Qro) — Q1—19 QU) 
- TO) ac ; 


où la série infinie qui figure au premier membre est uniformément 
convergente, pourvu que æ et y soient situés tous les deux sur la 
circonférence ou à l'extérieur d’une ellipse E(2) quelconque. La for- 
mule (6) m’a été communiquée par Ch. Neumann ('). 

3° La formule particulière la plus importante contenue comme cas 
particulier dans (3) est certainement celle qui correspond à p = o, 
K = P et K, = Q. Appliquons les identités 


Pr-1(æ)=0, Prniz)=t1,; 
nous aurons 


ELE as)s! pra) Qty) 


- list av) 


(7) é #2 LU ] 
— D—-W 

| = (n 4- 1)! p*s(r)Q-^( v) E I^ (y )Q*" (x) Vz (yi— 1} 

— F(n-4- 2v) at — y lv) » t 


Supposons ensuite z situé à l'intérieur, y sur la circonférence ou à 
l'extérieur d'une certaine ellipse E(a); nous aurons, en vertu de (7), 


J 
- 


yz (vt*—1)j 
F(») y—za 


-— N (av E as)s! (ry) 
éd lis +2) : 


&w0 


, 


où la série infinie qui figure au premier membre est absolument con- 
vergente. 
Appliquons ensuite l'identité 


v 


1 
(2° - 1) Qiy) — 


"fe Vo? -1 

Vs + 2v)2°* a ^ 
; Qi far) |, 

s! 


qui représente un cas particulier de la formule (8) du paragraphe NN; 


(*) En juillet 1907. 
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nous aurons cette autre forme de la formule (8), 


2° Tv) «» " 
) ef, 8 + yy OIVA- (y ps t) = < 
(9 Ux Y (s v)Q OP (+) = — 
5-0 


dont le cas particulier v=: est dù à Meine ('); dans le para- 


graphe XLVI nous aurons, avec Gegenbauer, à généraliser beaucoup 
la formule (9). 

Quant à la formule fondamentale que nous venons de développer, 
nous aurons ce théorème essentiel dans nos recherches suivantes : 


l. La série infinie qui figure au premier membre de (9) est unifor- 
mément convergente, pourvu que æ soit situé sur la circonférence ou à 
l'intérieur d'une ellipse E(a) quelconque, tandis que y parcourt la cir- 
conférence d'une ellipse K(a + à), où à désigne une quantité positive 
aussi petite qu'on le veut, mais d'une grandeur assignable. 


XXXVIII. — Formules récursives. Polynomes de Gauss. 


Comme une autre conséquence immédiate de l'équation aux diffé- 
rences finies 


(p -- KPH {x)= 2(p +v)e KE) — (p + 3» — iK (E), 
nous aurons par la conclusion ordinaire de » à n +1 une formule 
récursive générale de la forme 
(1) Ke (a5) — Anne) K^? (rn) + Bhen (n) Khe- (n), 
où # désigne un positif entier quelconque, tandis que A et B sont des 


polynomes entiers du degré z respectivement z — 1 par rapport à x; 
de plus, nous aurons 


(2) A” pn ( —— a) = | - 1)” A? (x), B^ "( — * =f pyi-! Bo (x P 


Dans (1) K désigne une fonction métasphérique quelconque, ce qui 


(1) Journal de Crelle, V. XLI, 1851, p. 72; Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 197. 
Berlin, 1878. 
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donnera pour e — 0, en vertu des valeurs obtenues pour P’ (x) 
epe tia. 


(3) Aw (p) — Pv(x). 
Cela posé, le déterminant fonctionnel 


| 

Val(p+av), = 1 
S T 

Fo»Fto 2) 


P^? (a)Q"^f** (x) nt Pre+1 (æ JQ” 8 (ar IL 


donnera, en vertu de (1), ces deux autres formules 


poet (x)Qwu8-t (a) — Que (x) P»?! (x) 
I 


(4) j ~  vRT(p + RE ht AP Cr), 


s lv) (o +1) 


\ Pe" (r)QV*(r)— Q^**^(x)P"?*(2) 

(9 re + 2% — : 

) | VzI(p-r29»— i) s T: 
F») lip -+ 1) 


* 
B^ (m), 


d’où, en posant dans (4), e + r au lieu de e et n — 1 au lieu de z, 


b + 25— 1 


(6) Bétir) — i 


L'URL t(x T 


H 
prt 


c'est-à-dire que la formule récursive (1) ne contient qu'un seul poly- 
nome inconnu; car nous aurons finalement, en vertu de (6), 


D -- 2" —1 


(7) K*"*^(r)-—AVvP»"(r)K^f(r)— — Apt i Kupe). 


e +1 


La formule (7) est une généralisation trés étendue d'une formule 
de Gauss. En effet, supposons dans (7) 5 — o, puis posons pour 
abréger 


(8) Ae p) ASTE 
nous aurons pour la fonction ultrasphérique de seconde espéce 


VrT(2v) : 


-Y 
(9) Q " (y p "( rQ” (x) A r (2 pas 1 A^ ( 27), 
` y 
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d’où, en posant encore pour abréger 


a n 


1 1 
A, (z) = A" (n) — AY" (a), 


la formule de Gauss (') 
I C +1 ^ 
(10) Q"(æ) — Z P^ (a) log——. —A\(z), 


Les formules (5) et (6) donnent immédiatement 


Qrim Per) = Qve*^(z)P» (2) 
(11) | = apa 4. 67" abi 
FONG?) (x — 1) AY (x). 
Posons dans le déterminant fonctionnel p + z au lieu de p, puis 
appliquons la formule (7); nous aurons 


. T'(p -- a)F(p +2v+ n) 


Von f Aptian TL + lin —1 Viet T Can 
(12) A"P^(x)A (æ) — A"? (x) AY? (x) Tio F ay)T(p-4-a 4-2)" 


formule qui nous sera tres utile bientôt. 

En effet, la formule (12) nous permet de résoudre par rapport à 
K"*(a) et K"*7'(a) l'équation (8) et l'équation analogue obtenue 
en posant x — 1 au lieu de n. Posons encore dans l'expression, ainsi 


obtenue pour K**(x), c — n au lieu de p; nous aurons cette analogie 
de (8) 


l(p— n --a)F(p-r 2» — 1) 
L(o4- 1)T(p 4-2» n) 
| x [AV parin m) KVP(z) — Å Vpn net (x) K” 671(2)], 


(Vpn [an 
(13) | K (æ) 


formule qui se présente sous forme élégante dans le cas où p — n, 
n désignant un positif entier; nous aurons 


L'on 4-2» — 1) 
n!T{2v) 


(14), K"*(r)- [ A^ (n) K*"7! (2) — A7! (n) K^^(7)], 


(1) Voir Heme, Handbuch der Kugelfunktionen, t. 1, p. 141. Berlin, 1878. 
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d'où, pour K — P, 


FRET 
" : n'!T(av) 
(15) Prat gp) AV (er) — Per) AM) — —————* 
Vn + 2u— t) 


t : : 46 
supposons encore v = ;; nous aurons, pour les fonctions sphériques 


ordinaires, ces deux formules remarquables 


(16) p^-! (zz) A, (7) — P^(7)A, 4 (r7) = n, 
(17) Q^-!(z) A, (Gr) — Q^ (n) A4 Gr) 7 LL per 


On voit que l'analogie entre les formules que nous venons de déve- 
lopper et celles connues dans la théorie des fonctions cylindriques (') 
est parfaite. Cependant il faut remarquer que nous ne connaissons pas 
sous forme simple les coefficients du polynome AYP*(x), ce qui a lieu 
pour les polynomes de Lommel qui jouent un róle analogue dans la 
théorie des fonctions cylindriques. 


XXXIX. — Formules de François Neumann. 


"est Gauss qui a trouvé le polynome 
lon 
A CE A (rz 


cependant c'est François Neumann (?) qui a étudié, le premier, plus 
amplement ce polynome remarquable. Nous remarquons que le poly- 
nome R,(æ) de Neumann et notre fonction A,(æ) sont unis par la 


relation 
A,(r)— —232H, (x). 


Pour généraliser les formules de Neumann, nous posons, dans la for- 
mule récursive (7) du paragraphe XXXVIII, c + p au lieu dep, où p 


(1!) Foir les paragraphes 11, 12, 13 de mon Handbuch der Theorie der Zylinderfunk- 
tionen, Leipzig, 1904. 
(2) Beitráge zur Theorie der Kugelfunktionen, Leipzig, 1878. 
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désigne un positif entier; nous aurons 


K^? ra *P (ax) = Afr e)K*P*ri a) 
p-r-2av-rp 


= z3 A iPrtPEn-I( aey Kpr ! (any, 
p =- P -H l 


ixprimons ensuite à l'aide de la formule récursive susdite les trois 


fonctions 
K***^*P (x), K*P+r(x), Krérr-t(æ), 


puis cherchons les coefficients de K"*(z) des deux membres de la 
formule ainsi obtenue; il en résulte l'identité suivante 


| APP (x )mL APP Cr) AVE (Gr) 


p--p-J-2»—1 
| zA: — p+1 Afra! (ae) APP (a), 
M Te 35 


(1) 


qui est fondamentale dans la théorie des polynomes A. 
Posons particulièrement, dans (1), n — 1 et z au lieu de p; nous 
aurons cette équation aux différences finies 


\(p+a+i Apatia) 


4 =al + n yr A» (x) — (lpt nt 20 — 1)A*P^7' (a), 


analogue à celle qui figure dans la définition des fonctions métasphé- 
riques. Pour 5 = o, les deux équations en question deviennent iden- 
tiques, ce qui est une conséquence immédiate de la formule 


Ave n( c ) pra (x), 


établie dans le paragraphe précédent. 
Posons ensuite, dans (1), p — 1; nous aurons l'équation 
2 + 29% 


v nol. D 
AP (x) 
f 


pd 2 ^A 


(3) Apte (ae) — EL Aet - Mr). 


qui est beaucoup plus compliquée que la formule (2), parce que le 
second paramètre (c) n'est pas constant dans (3). 

Différentions maintenant par rapport à æ la formule récursive (7) 
du paragraphe XXXVII; la définition des fonctions métasphériques 
donnera, pour les polynomes A, l'équation analogue, mais plus com- 

N. di 
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pliquée, 

| (1 — z*)D, A^?" T) lp t 2»4- n) rA* P^ (x) — (p + n + 1) AMP I Gr) 
í plp -+ 2» — 1) 


l — PRE I) puperet(æ)s 


pti 


(4) 


pour e = o nous retrouvons la formule correspondante pour P™ (æ). 
Soustrayons ensuite les formules (2) et (4); nous aurons la formule 
suivante : 


(1— 2) D, A P (2) — — (0 + n)mA"?" (ae) + (0 + 29 re — 1) A"P^ 7! (n) 
(5) 1 . pip -t- av — 1) Av fret (a), 
p+1 
analogue à (4 ). 
Multiplions ensuite par 
v+! 
(1r a). 


l'équation obtenue en différentiant par rapport à æ l'équation (7) du 
paragraphe XXXVIII, puis différentions encore unc fois par rapport 
à x la formule ainsi obtenue; les équations différentielles pour les 
trois fonctions métasphériques donneront, pour les polynomes A, 
l'équation suivante non homogène : 

(1 — r?) DA Pm) — (20 + 2% + Trl, AP^(2) 

6 25(6--29— 
upy | +a(n+ap+ 29) A"? (x) + = St DA pebacii zy 6, 
qui coincide pour p = o avec l'équation connue pour K(x). 

Posons ensuite dans (3) 9 = o, puis différentions par rapport à c; 
il en résulte 


(7 | yD Auta-t(æ) = av[æD, MIL: ) + Å” V (x j] PE D, pv 1C mn), 
d'où, en posant dans (6) 5 = 1 et dans (6) et (7) n — 1au lieu de n, 


(o — 711?)D3A*"(i7)24-(29y — 3) zr D A (x) 


(8) T » 
Í (n-an + 1 — aA i)a D P^" (2). 


L'analogie entre les fonctions métasphériques et les polynomes de 
Gauss se présente en pleine lumière, si nous étudions sous point de 
vue commun ces deux groupes de fonctions. 

A cet eflet, prenons pour point de départ la formule (3) du para- 
graphe précédent, puis posons-y K — K, — Q et y — o; l'expression 
obtenue pour Q"*(0) et la formule pour le doublement de l'argument 
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de la fonction gamma donnent l'identité suivante : 


$-—5$--I 
sz m " vy» + 
iS (p tys) (=== | m 
x ——— n E NP E 
Á 407 8-1 
4m p(E us) 
L] 
.f/5 1" UR 
r(——) r(44- £) 
" 2 
- = Qrt ax) r1 ———— —— Q"*? ( x) 
./9—1 5 \ 
r( — +») (+) 
r o+n +5 / 9 " 
nnt |} P y 
E | : | C(1+ | T 
+e ? — Q tir) i — Q"^?*"(2)], 
5 -3- n-3-1 (o+n | 
r(—— +7) r( —— +») 


formule qui se décompose en deux autres, si nous y changeons le 
signe de £ dans tous les exposants et puis additionnons ou soustrayons 
les deux formules ainái obtenues. Nous nous bornerons à indiquer 
une seule des deux relations en question, savoir 


| p .[ 0 | 
| (—1iyT(£ +n +1 | P(E +1) 
2 A " \ 2 / 
—————————— (DORE) —————— Der) 


[8 [0 
r(5 nav) Da t] 
(2 2 


f 
n e (— iy (ose ast) (E si) 


hx | : 
enn di - 4 Qr ! (x E 
"[ —-9w——s8S-I | 


J 
"m r[* 


parce que la seconde formule analogue se déduira de (9) si nous y 
remplacons o pars — 1 etn par n + 1. 

Faisons maintenant dans (9) croitre au delà de toute limite le positif 
entier z, ce qui est permis pourvu que æ ne soit pas égal à une quan- 
tité réelle, telle que — 1:7 -- 1; nous aurons le développement 


r(£ +1) == (— 1 (p+y+as+)T(E +s+ à 
; Y Q^?(r) ET x L- 
(10) BST RS: = I ————————————————— Q*973 3a J 
n/P 2 éd fo 
r(£+) PP r(5--»a 52-1) 
2 J (2 j 


d 


où la série qui figure au second membre est uniformément conver- 
gente quand x est situé sur la circonférence ou à l'extérieur d'une 
ellipse E(a) quelconque. 

Revenons maintenant à la formule (9), puis exprimons toutes les 
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fonctions Q qui y figurent à l'aide de la formule récursive (7) du 
paragraphe XXXVIII; le coefficient de Q"*(x) donnera immédia- 
tement l'identité suivante : 


(~r (Ë +n +1) r(£ +1) 
| — M — w (ar) — 2 - 
r(£+n+») P(E +) 
(ur) À 3 , 
Ile yasar (E E s+1) 
— —cr D L Avenir), 
ss {0 
"ET T(z-vi1J 


tandis que le coefficient de Q"*-'(2:) donnera de méme, si nous rem- 
placons p par p — 1, la formule analogue 


$1 À 
f Ei 
a | 


J ( -ayr( 


Apis ud v ) 


pe +! + +) 


(12) d ; : 
0-1 \ 
"eS de ++ 28) - +s) 
e n emis) 
pem [01 
ES r(£ ees) 


Or, écrivons dans l'ordre invers les termes qui figurent aux seconds 
membres des deux formules que nous venons de trouver; nous aurons 
la formule unique 


PIE +1) 
er: ] A" (az) — Ave (o) 
2n r 
r( " 4y 
D ` 2 | 
(13) « qe ` 


Otn 
(—1)(p 2- y nmas mial — —s) 


— 
— N a a LR oH ma A Apron: i ay. 
es 


.(o+n 
I r(£— +5) 
\ 2 r 


. 
Quant à la valeur numérique A“®”(o), nous aurons immédiatement, 
en vertu de (11) et (12), 


į 


EE 1 
(— A T(E ++) (£ +1) 
(14) APS (a) 6 —— ———Ó——É—Ó— 2, APS o) = 0, 


F(£+n+:)r(é +) 
x J Va | 
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Posons maintenant dans (13) £ — 0; nous aurons 


/n 
r|- + 

{ 2 T ) Pair) — P*^^(0) 
VE T 
r( 52a») : 
(15) ( 4 
(—1Y*(v--n—2s— or(3 —«) 
2 


d pronis (r), 


o= 


z 


=ð r(- —#+v) 


formule qui est parfaitement analogue à (13). 
Revenons ensuite à la formule (3) du paragraphe XXXVII, et 
posons-y y — 1; nous aurons 


| (r— DA 26 + 2v+ 285) Q0? (ar) 


(16) | "ECT 
| = (9 + nu HQP (Gr) (p t n + a»)Qvet*^(2) 
+(p +27 —1) Q”? 1 pea), 


d'où, en faisant croître au delà de toute limite le positif entier z, 


(p + as —1)Q*?7' (z) —pQ"*(a) 


ze 

al 
(17) N (9 -- 9 -- 5)Q*?**(a) 
d cd ' 21 —1) 


xz 


où la série infinie qui figure au premier membre est uniformément 
convergente, pourvu que æ soit situé sur la circonférence ou à l'exté- 
rieur d'une ellipse queleonque E(a). 

Posons particulièrement dans (17) 5 — 0; l'expression connue 
pour Q“-' (æ) donnera 


== = Lt 
ml (2v) (a1—1) 
(18) V (+ s) Q^ ESE ELA VEIT 
» - : al (vi 4 —1 
s —0 


Appliquons ensuite, sur la formule (16), le procédé ordinaire; 
nous aurons 


| (p + n + I) Aver Cr) —(p + n + av) APM (x) — p 
n 


(19) í + j 
9 | —(r-— D Wap + 29 + an=- 238) AV Ar), 


0 


d’où en changeant le signe dez, puis en combinant les deux formules 
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ainsi obtenues, nous aurons finalement 


nu 
lp + n+ 39) A^" (x) cost — 


en 
-- N (20 + 29 -+ an — 415) A^ 0-15 ( x) 
(20) { mi ^P S V 
sz 
cn=1 
D 
Es 
— + bi (2p + 2%- an — 4s — 3) AY n7! (3), 
8:20 


ce qui donnera pour p = o, quel que soit le positif entier n, 


(2 + v LC = Y +n — as)Peon-ti( a) 
(21) i dg. 


cit 1 


2 
— T |j (4+ n — 2$ — 1) Prr- ( x). 
— 
, 9 
Posons dans (21) x = cos) et v — o ou v — 1; il en résulte 
formules trigonométriques facilesà vérifier directement, savoir 


c? c"-—1 
1 


des 


- - 
cos(n5)—2a cos( n —235)9 — 2 cos 2 cos(n— 25 — 1)5 
( ) b i { ) ps | 1, 


* o s=0 


n 


ga 
" C a 
(n +a)sin(n +1)9 = 2 N (n — 25 + 1)sin(n — as + 1)5 
$0 


<n—1 


2 


— 2 COSŸ > (n — as)sin(n —25)8. 


s=0 


XL. — L'intégrale indéfinie de Legendre. 
Comme application de l'équation de Legendre 


(1) 


vi j -— 1 
Dal — a3) DeK" (2) — — plp + 2) (1 — 22) 3K"t(a), 
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nous avons à étudier l'intégrale indéfinie 
: 2 
(2) = / (1— 21) ?*K*6(2)KY7(2o)da. 
A cet elTet, nous aurons tout d'abord, en vertu de (1), 
D vi | 
— plp +av)l= | K*7 (z)D; (t1 —*) ip, Kve(a)] dz, 


d'oü, en intégrant par parties, 


[ 
-— olo + 2»)IE = K17( z)(1- zt) iD, KY (a) 


(" vei 
— | (1— 2?) DeK} (e) D,K'PF(x) dx, 


Á 


de sorte qu'une nouvelle intégration par parties donnera 


yt 
-plp 4 24) = (1 — xt) [KY (x) DrK? (x) 
— K(x) D, K17(m7)] —o(o + 2v)H. 
d'ou finalement 


sf v 
| (F = p)(c -+ p + 2v) | (1 — x) *KYP(zx) dx 


1 
| ={(t— 2?) "af Ki?(r)D,K"*^*(r)—K**(r)D,K;*(zr)]. 


D LU ` pe. 
Posons, dans (3), v — 2» p — n, c — p, où n et p désignent des 


entiers non négatifs, puis supposons K — K, — P; la formule (3) ainsi 
obtenue est due à Legendre ('). 


Supposons W(v)  — 5; la formule (3) donnera encore le résultat 
très connu 


*1 , E 
(4) f (1 =a’) 1 pu^ (x) PP (a) dr — 0, n-p. 


1 


Quant à la formule générale (3), nous aurons, en vertu de la for- 


(1) Foir WgixE, Handbuch der Kugelfunktionen, t. 1, p. 69, Berlin, 1878. 
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mule (1) du paragraphe XVI, après une simple réduction, 


| (p +a- 2v) | (1— 23) 


K'P(æ) KY? (i7) dix 

a Pu 

CD —(1— a) Koer) [Ki (0) — zK17(2)] 

v-4 K^?! a) Ky?*'(.m) a: K'P+1| r)— K> ajr) 


Aa 


D 


+(p+1)(1— zc) 
de sorte qu'il faut, pour s = e, chercher la vraie valeur du dernier 
terme qui figure au second membre. 
L'analogie entre la formule (5) et une formule connue dans la 
théorie des fonctions cylindriques (') saute aux yeux. 


(t) Voir le paragraphe 28 de mon Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, 
Leipzig, t9o4. 
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CHAPITRE IX. 


ÉQUATIONS DE FRANÇOIS NEUMANN, 


XLI. — Sur le produit de deux fonctions métasphériques. 


Posons pour abréger 


U K^? (7), V hi7 (2), 


A = plp + 2v), B = c(c +27), 


puis appliquons les équations différentielles 


vet j sat 
(1 — z?) ivy|- —Au— 21) U, 


(D, 
t) | ve v : 
b. — ut iv] ——MB(1—a*) HV; 
nous aurons, pour le produit 
(2) y = UV =K"P(x)K(x), 
une relation de la forme 
1 
+3 


"P2 y 
(3) a=) Dalle at) *y'J-- (A 4- B)(1 — at) y 


E 
- 

| 
t 
a 


oü nous avons posé pour abréger 


4 v 


(4) s sali 40) AUD at) ly 
Cela posé, différentions par rapport à æ la fonction 3; nous aurons, 
en vertu de (1), 
3 = —aAM(1— 2 )"UV'— aB(1— zz!" U'V, 
ou, ce qui est évidemment la méme chose, 


(5) 3 —=—2A(1— 2*3)*y'-- 3(A — B)(1— z*)y"U'V. 


N. 17 
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Supposons ensuite particulièrement v = s, ce qui donnera À = B; 
nous aurons, en vertu de (3) et (5), le théorème suivant : 


I. Le produit de deux fonctions métasphériques 
y — Khela) K (E), 


ayant le méme argument x, le méme paramètre v et le méme indice c, est 
intégrale de l'équation différentielle linéaire et homogène du troisième 
ordre 


(6) (1 — 1)! = (3 + 6v) ar(1 — et)" + pa (Gr) y! + plæ)y — 0, 
où nous avons posé pour abréger 

(Pate) — 4pip + 2») — 2» —1— [Ap(p + 2») — (av + (Av + 1)] e, 
C (Ups(æ)=—Svo(p +av)r. 

Quant au cas général, où les indices p et c sont différents, nous 
avons à différentier encore une fois l'identité (5), ce qui donnera, en 
vertu de (4), 


( (1— z*)z"-- (av —1)xs — (A — B) 
(8) | vel m 
| — 2A(AÀ — B)(1 — zt)” y — aA (1— a) ip, [0 — at) |, 


introduisons ensuite, dans (8), l'expression tirée de (3) pour s et ses 
dérivées; nous aurons finalement cet autre théorème : 


Il. Le produit de deux fonctions métasphériques 
y =K Pir) KY? (2x), 


ayant le méme argument x, le méme paramètre v, mais des indices quel- 
conques p et c, est intégrale de l'équation différentielle linéaire et homo- 
gêne du quatrième ordre 


(9) (t— x*)* y61 (6 + 8») r(t — ep + past) + piGr)y' -- p, c0) y = 0, 


où nous ayons posé pour abréger 


Palt) — 5(A + B) r?) — (ay + 1)[4 — ( 10v + 7) n] (i — x), 
TAN Pasta) = [Cou + 0(2v- 1) — (8v 2)(A -+ Brit — 2°) 

, — ÁI — 1) x*, 

red -Byj*—5w(A + B)](1 —.6*) + 4»(29» — DA + B)a*. 
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. E 1 . 
Il saute aux yeux que le cas particulier v — - est le plus simple, 
2 


parce que le dernier des termes qui figurent dans p, (x) et p, (x) s'éva- 
nouirait pour cette valeur de v, de sorte que le premier membre de (9) 
deviendra divisible par (1 — x?). Dans ce cas, l'équation (9) se dé- 
duira par la méthode trés élégante de F. Neumann ('), qui suppose du 
reste entiers et non négatifs les indices c et c. 

On voit que l'analogie formelle entre les résultats que nous venons 
d'obtenir pour les fonetions métasphériques et ceux que j'ai trouvés 
pour les fonctions cylindriques (*) est parfaite. Cependant les équa- 
tions différentielles obtenues pour les produits de deux fonctions 
métasphériques sont beaucoup plus compliquées que celles connues 
dans la théorie des fonctions cylindriques, ce qui s'accorde bien avec 
le fait que le produit de deux fonctions métasphériques ne peut pas 
étre développé en série de puissances, dont les coefficients sont de 
forme simple, ce qui a lieu pour le produit de deux fonctions cylin- 
driques. 


XLII. — Quelques identités différentielles. 


Revenons maintenant à l'équation différentielle (6) du para- 
graphe XLI obtenue pour le produit 


y =K" P(r) KP (s), 


savoir 
| (1 — 21)! y" — (3 4-69) æ (1 — 2!) y" 
(1); <+i4p(p+ 2%) —av— 1 
— [4 plp + 23») — (29 + 1) (4v m 1] z^; y* — 8vpí(p-r- av) cy — o, 


puis différentions par rapport à z l'équation de Legendre 
(2) (1 — 3t) — (1 + 2») -- c(2 -- 2v)2 =0 
obtenue pour la fonction métasphérique 


s — KY? (2); 
nous aurons 


(3) (1 — 22) z" — (3 + a») 2" -- [alr 29-2») — 2» — 1] 5s — o, 


(1) Beiträge zur Theorie des Kugelfunktionen. Leipzig, 1878; p. 95. 
(2) Foir le Chapitre IX de mon //andbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. Leipzig, 
1904. 
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d’où, en multipliant par — 4vx respectivement 1 — a? les équations (2) 
et (3), puis en additionnant les deux formules ainsi obtenues, l'équa- 
tion du troisiéme ordre 

(1 — 2) 3" — (3 + 6v) m(1— x?) s" 


(4) + [|oo + ay) —a2v — 1— e(ce + 2»)! 
— (29 + 1)(4v + 1)2?]z' — Goo + 2%)5 — 0, 


qui est trés semblable à ( 1). 
sé, dési ; 1 E à : 
Cela posé, désignons pour abréger par A,y l'expression qui figure 
au premier membre de (1), y étant une fonction quelconque de x; 
nous aurons, en vertu de (4), 


: [PACE =e 4-294) — o(s + 2v) ](1 — 2) D; K3? (£) 


(5) — lav[apip -- 2v) — (o + 27) ] z K 17 (x). 


Appliquons ensuite l'équation fonctionnelle 


(6) (1 — 2 )D KM (x) — (o + ave Ky (æ) — (e + 1) KE (0); 


la formule (5) se transforme dans celle-ci : 


^s Ky"(r)-—c[ápip t 2v) -í(c* — Ay )]rzK7() 
— (s -+ 1) [Ap(p-- 2») — (so + 2») JK7?*' (2), 


(7) 
d'où, en vertu de l'équation aux différences finies, 

(8) a(v+o)rKE(æe) = (e + K (2) + (2 -- 2» — t) KE (x), 

qui figure également dans la définition d'une fonction métasphérique, 
pour l'opération A,K}°(x), cette autre expression 


| a(2 + ») A,K$7 (x) = a(o + av — 1)(o + 2v + 2p)(ap + 2% — c) KE (x) 


(9) I + (€ -+ 1)(o — 2p)(e -+ 2v) (e + 2p + 4v) K 37 ( à). 


Inversement, désignons par A55, z étant une fonction quelconque 
de x, le premier membre de (4); nous aurons de méme, en vertu 


de (1), 


| AKP (x )Ki (r) =4y[2plp + 27) — c(o+av)]æK'F(æ)KY6(x) 
(10) — [4p (p + 2») —c(co +av)](1 — 2) 
| x [Ki?(z)D,K"?(r)4- K^*(z)D,K1f(2)]. 


Cela posé, étudions tout d'abord l'expression 


À — av[2pí(p + 2») — ole + 2») ]| z KP (x) 
— [Ap(p + 2») — alo + 2)](1 — 23) D, KP (£); 
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l'équation (6) donnera 
A= — pl álo + jip -+ 2») — ce +- av) | c K"P (x) 
+ (9 + 1)[ iplo Hay) — oio -- 2v) K (r), 
d'où, en vertu de (8), 


2(p- »)A — (p + 1)(p + av)(ap —0c)(s -29i 2p) KPH (s) 


— plo + 2» — 1)(ap +- 2» — g)(20 + 1» -- c) K^t—71 (7); 


désignons ensuite par B, ce qui deviendra A quand on y remplace K“? (x) 
par K7^(27); nous aurons finalement, en vertu de (10), 


(11) 2(p + v»)Az KP r) KYP (7) = AKT? (x) + BK (x). 


Dans le cas particulier, où K = K,, ce qui donnera A = B, la for- 
mule ( 11) se présente sous cette forme plus simple : 


| (p + »)Az [K (x) ]" 


(123)| =(p+ 0(p--12v)(ap —o)(c + 2% + 3p) KR E(r)KY (x) 
p(o -+ 23» — 1)(2p + 2% + e) (ap + A? o) KP (x) KP ! (ar). 


En essayant de déterminer des identités analogues et correspon- 
dantes à l'équation générale de F. Neumann, nous avons à déterminer 
les coefficients de l'identité 


b K^f* (x) - AK*P?** (4) zum BK*?(.x) vl CK" ?-* (a ) 


tirée directement de l'équation fonctionnelle (2) du paragraphe XVI. 
Or, dans le cas général, les coefficients A, B et C sont trés com- 
pliqués, de sorte que les identités différentielles susdites deviendront 
inappliquables. 
C'est seulement dans le cas particulier v = = que la méthode précé- 


dente est appliquable et nous donne des identités convenables pour 
des applications. 


XLIII. — Sur le polynome de Gauss. 


Appliquons sur les formules fondamentales concernant le polynome 
de Gauss que nous venons de développer dans le paragraphe XXXIX 
la méthode appliquée dans le paragraphe XLI; nous trouvons pour le 
polynome de Gauss une équation différentielle linéaire et homogène 
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du quatrième ordre, équation qui peut être déduite aussi en combinant 
l'équation (4) du paragraphe XXXVIH avec l'équation différentielle 
de F. Neumann (9) du paragraphe XLI. 

En effet, posons dans cette dernière équation, pour s = o + n, 


er 
y—(—at* s, 
nous aurons après un simple calcul le théorème suivant : 


l. Le polynome de Gauss 
g— APT SD) 

est toujours intégrale de l'équation différentielle homogene et lineaire du 
quatriéme ordre 
(1) (1 — at) z:? + p, (m)s" + pa (x) sz" + p, (n) s + p, (0) 2 — 0, 
où nous avons posé pour abréger 
Pitæ)=—10x(1 — z’), 
pale) — 4» — 10 — (4v — a5) z* +a(A + B)(1 — 2), 


ps (c) — — [6(A +B) + (4v* — 13) ] o, 
pir) — (A — B)* —2(A + B) —(4v* — 1), 


(2) 


tandis qu'il faut admettre 


(3) A-p(p--2v), B=(p+n)(p+n+av). 


Dé. i eal: 
Pour v = = l'équation (1) coincide avec celle de Neumann; posons 
encore dans l'équation ainsi obtenue 
p= p, g — n - p, 


où n et p désignent des entiers non négatifs; nous aurons l'autre théo- 
réme : 


II. L'équation différentielle donnée par F. Neumann admet toujours 
comme intégrale particuliére le polynome de Gauss 


1 pn-! 


(4) y — AP en (p) — At (ar). 
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TROISIÈME PARTIE. 


SÉRIES INFINIES. 


CHAPITRE X, 


SÉRIES DE CHARLES NEUMANN. 


XLIV. — Théoréme de Neumann. 


La valeur asymptotique que nous venons de développer dans le 
paragraphe XXIV pour une fonction ultrasphérique nous conduira 
sans peine au théorème suivant, essentiel dans les recherches qui 
nous occupent ici. 


l|. Designons par 
Vin Vas Vg ss- Y 


p paramètres finis quelconques et par 


My, My m T Abg 


p nombres entiers finis quelconques ; le champ de convergence de la série 
in finie (supposée convergente) 


n 


M 
(1) fiey= Ÿ A, Premeen (ay remet (ae)... Praga), 


LE 


«© 


où les coefficients À, sont indépendants de x, est l'intérieur d'une cer- 

taine ellipse E(a). La série (1) est uniformément convergente sur la cir- 
, ` »- rug. " ~ ~ ^ 

conférence et à l'intérieur d'une ellipse E (a — 9) quelconque. 


En effet, supposons d'abord plus grand que l'unité le rayon de con- 
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vergence r de la série de puissances 
(2) As+AIT+AST+.,..+A, at E..., 


puis mettons 
= dt Eyri, EARLE 
l'expression asymptotique susdite de P""(2:) donnera pour le terme 
général de la série (1) une expression de la forme 
A,K, nei”, 
où g est une quantité réelle finie, tandis que la limite supérieure de 
la suite infinie à termes positifs 


+ IK, IK, [Ka sees [Ka], 
est finie. 
Cela posé, il est évident que la série (1) est absolument convergente 


pour Ve « ] t 


et uniformément convergente, pourvu que 
P ^ 
lx, [Nr] à, 
tandis que la série en question ne peut jamais converger pour 


I] 2 [Vr]. 

Supposons ensuite r « r, puis remarquons que nous aurons toujours 
|, | Z 1; M est évident que notre série ne peut jamais ètre convergente 
dans ce cas. 

Quant à l'hypothèse r= 1, notre série (1) ne peut être convergente 
que pour des valeurs réelles de +, telles que — 1 Zn +1. 

Dans ce qui suit nous avons tout d'abord à étudier le cas particulier 
de (1) qui correspond à p — 1, m, — o, ce qui nous donnera le théo- 


` . I . xo 
rème suivant, dont le cas v = = appartient à Charles Neumann ("). 


I. Toute fonction f(x) analytique à l'intérieur d'une certaine 
ellipse E(a) est dans ce domaine développable en série de la forme 
(3) fix) — Piv) po (v + n) A, P" (an), 


n= 


(1) Ueber die Entwicklung einer Funktion mit imaginärem Argument nach den Kugel- 
Junktionen erster und zweiter Art. Halle, 1862. 
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où nous avons posé généralement 


ani 


(4) VE A 3 f(y)Qi-omem- (y) dy, 


T. Nn ^ 

E, étant la circonférence de l'ellipse E(a — ò) parcourue dans le sens 

direct. La série (3) est uniformément convergente sur la circonférence 
Das "E. > ^ 

et à l'intérieur d'une ellipse E(a — 9) quelconque. 


En effet, faisons parcourir y la circonférence E,, puis supposons x 


situé sur la circonférence ou à l'intérieur d'une ellipse E(a — ò — 8,); 
nous avons démontré, dans le paragraphe XXXVII, que la série infinie 


— o 1 y)Qi-vr-m-1(y)pvor(z) 


est uniformément convergente, de sorte que cette autre série 


ET "r(y) 
£o) "EV (y + n) [Qt 9-3 Cy) f( y)]P»^(a 
yT 


aura évidemment la méme propriété, et intégrale de Cauchy nous 
conduira immédiatement au but. 

Cela posé, remarquons que la série qui figure au second membre 
de (3) est uniformément convergente à l'intérieur du cercle C avec 
l'équation en coordonnées rectangulaires |x| = | va — e|, puis mettons 
pour des valeurs suffisamment petites de [2| : 


(5) f(x)-a,-- ax + a4! 2-,,.-- d 0" Hnn 


le théoréme fondamental de Weierstrass donnera immédiatement 
pour le coefficient a, l'expression suivante 


3 TL WE +n+Ss—I 
(6) a = MM Ncay(" JE i- + 25) Anssse 


n! $ 


s=0 


De plus, désignons par R le rayon de convergence de la série de 
puissances (5); nous aurons évidemment toujours 


x=|Va|: 


mais, d’un autre côté, il n’est pas généralement possible de résoudre 
N. n 
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par rapport aux coefficients A, les équations obtenues de (6) pour 


n — 0, 1, 2, 3, 1 


ce qui n'a lieu, en effet, que dans le cas où R > 1. 

Supposons R > r, puis désignons par C la circonférence du 
cercle |x| = R — 2; les deux fonctions f( y) et Q'7*"*?"-' (y) sont ana- 
lytiques toutes deux dans le domaine limité par les courbes C et E,, ce 
qui donnera 


VL im ^ 
si [onm ppp = m f fingit orna. 
prd d ^ ai à - 

Cela posé, l'identité évidente 


^ 
ani | yv a E e Vrin+ as)! 


nt, 


ca PU Lad ud 1 
sIT(v-- n + s -- 1)2 tte t 


selon que s < oou sz o donnera immédiatement pour A, cette expres- 
sion développée 


= + 


\ N ( n --2s)! "ELT 

(7) A = ————— 2, 

; !C dmi S1 Y (v I n- $ H-1) arr 
, 9 


Supposons maintenant RS 1, puis désignons par x un nombre quel- 
conque tel que [a] < R; la série de puissances obtenue de (5) pour la 
lonction f(xx) a son rayon de convergence égal à 


posons ensuite 


^ 


DE + n)A (a) P™ (x), 


nûù 


(8) fia x) Ty) 


développement qui est toujours possible; nous aurons certainement 


* 
$ 


4 (n + 25)! PARLES 
(0) Aslx) Nune wie . 
à Hear) na) 
2 ð 
Il nous semble utile d'illustrer par des exemples convenables la 
portée du théorème de Neumann. 


Exemple I. f\x) - Nous aurons ici « = t, ce qui donnera 


= | 
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pour E (a) l'équation suivante 
g? g 
ro les t=a -+ tp; 


c’est-à-dire que le domaine de convergence de la série de Neumann 
correspondante est plus petit que celui de la série de puissances 
obtenue directement pour /(x). 


Exemple H. f(x) = —L—.. — L'eliipse correspondante E (a) aura 


f . P4 
l'équation 


: =a +p; 


c'est-à-dire que l'ellipse E(a) et le cercle de convergence ont des 
points d'intersection réels. 


Exemple III. f'(a) — E —' — L'ellipse E( a) deviendra 


z 
ac 


1 | 


q 

e 'G 

+ = =i, T=a-tri3, 
1 i 
7 
L 


de sorte que le domaine de convergence de la série neumannienne est 
plus grand que celui de la série de puissances. 


Exemple IV. — Les formules (8) et (9) donnent immédiatement 


(10) eai XDIE | Nri nra) (x), 
- 
où la série est uniformément convergente pour |x|* G et |z|* G. 
La formule générale (10) qui unit les fonctions ultrasphériques et 
cylindriques est due à Gegenbauer (*), tandis que les cas particu- 
liers v = 0, v = - ont été trouvés respectivement par Jacobi (?) et G. 


Dauer (?). 
(!) Comptes rendus de l’Académie impériale de Vienne, 2° série, t. LXXII, 1876, 
DD: 


(?) Journal de Crelle, V. XV, 1836, p. 12. 
(3) Journal de Crelle, t. LVI, 1852, p. 104-106. 
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XLV. — Généralisations des formules classiques. 


Comme première application du théorème de Ch. Neumann, nous 
avons à étudier la formule élémentaire tirée directement de (8) et (9) 
du paragraphe XLIV 


(1) PP^(xx)— rv) V ( —iy(va- n — 25) A,( a) P^" ( 2), 
F(p) 


où nous avons posé pour abréger 


l'(p -- n —5) 


(3) Ate) — ERIT IIS 


a"-*"F(p--n—s,—5,»-- n — 35-1, a*). 
Posons particulièrement dans (1) « — 1; la formule de Gauss pour 
F(«, B, y, 1) donnera 
- lV(p--n—s) /»— p) 
(3) At) = T(v»-n-5-1) ( 5 IL 
de la formule ainsi obtenue nous avons à déduire d'autres plus parti- 
culieres, mais classiques dans l'histoire des fonctions sphériques. 
1° p — v +p, où p désigne un positif entier; nous aurons immé- 
diatement 


3 


(4) DEPrerr(z) = a^ 


#=0 


-x 


[EE ENRERE prr 
WETERE os ) Th 


Li " . 
formule dont le cas p = 1, v = z est très simple. 


29 æ — cos, p = 0 ou p = 1; nous aurons respectivement ces deux 
développements intéressants : 


+ 
S3 
PE fj NETT e -— pe "T 
(5) 2c08(n9) p. emí(--riv-n—as)(n—s 21 (9) prn-tit coss) 
n hat WETTEREN EF, e, 
a0 
<z 


2 
sin(n t-18 Ut aT EEP A 
(5) Sein 1)5 =r) 2! 1) (v 2- n — 2s)(n — s) ( !) Prost), 


sin Ÿ l(»4-n—s-- 1) 
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dont le cas particulier v = 
Laplace ('). 

3° Pour obtenir les formules inverses de (5) et (6) nous posons 
dans (3) v = 0, v = 1, ce qui donnera respectivement 


T . pa 
; était connu déjà par Legendre (') et 


i 
AN cdmRX PY 3 
(7) P?^(cos9) — (— 1)” V e, sl 2 Ju )eos(n — 2299, 
$—9 p 1 
cn 
71 
ns in lors ow X 
(8) Pereos) - (C D 7—7—( S pjana Ene, 
: H-—8-H41ML—8JV 3$ , sin 
s,—60 


dans (7) il faut admettre £, = 1, mais généralement e, = 2, pour $7» 2. 
4° Posons dans (3) n — 1 et 1— v au lieu de # et v, puis faisons 
p = v + I; nous aurons 


cmt 

a 
| p,P*^(z)- LU =) C10» —2«— v]T(v4-5— 2) 
(9) | ? x [NET l'ín —s—»-4-1) 


D | 


=i 


x ( R ‘Je Mes Lund P: p P^ 


formule qui nous permet de déterminer les coefficients du dévelop- 
pement 


chi 


"L3 
(10) A (x) = T1 — y) A a, P! Yuei (e) 


s=0 


obtenu pour le polynome de Gauss. 
A cet effet, appliquons l'équation différentielle (8) du para- 
graphe XXXIX, savoir 
(r— z*)DZA*"(z)-r-(29— 3)æD,A"(x) 
+ (n P 1)(n —1t-- 39) A^" (7) = 3D, P^" (im); 


l'équation de Legendre 


(1— 22) D1 pt-o72-! (2) + (29 — 3) Da Pto te (3) 


= — (n — 2s — 1)( n — 2s + 1 — 2Y) Pinn- ti (r) 


(1) Monographie, de M. Wangerin, p. 102. 
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donnera évidemment, en vertu de (10), 


PURES 


ES z 
— (n 3-1) n —12- 2s) T(1— v) > a, Pi-vn-t-1( 2) 4-2 D, P" (4) 
ES] 
c<n—1 
2 


——T(-—v) Y (n —2s —i)(n—2as-- 1— 2»)a, Piaf), 


45-0 
d'oü, en vertu de (9), pour a, cette expression générale 


E Edu F(v--n—s)(n—v— 2s) [5 


MM Te F(v) l(n—s--1—»)(»4- s)(n — s) s 


b 


Posons particulièrement dans (10) et (11) v ==; il en résulte la 
2 
formule élégante 


T | 


(12) Aa Car) D I pactis (an) 
(n —5)(25s-2- 1) 
#=0 


qui est due à Christoffel (*). 


XLVI. — Généralisations d'autres formules classiques. 


Pour donner une autre application du théorème général de Neu- 
mann, considérons la série de puissances 


(1) (a + br)y?— > (t actin, 


*=û 


où nous supposons |b| < |a|, de sorte que la série de puissances en 
question à un rayon de convergence plus grand que l'unité. 
Posons 


(2) (a 4- bz)" — T (v) (v n)A,P*^(z); 


n=0 


(1) Journal de Crelle, t. 55, 1858, p. 61-82. 
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le coefficient général A, se détermine comme suit : 


^ (n -- 28) ( Yaps 
A.—at# ———————— 
(9) A, —a PT PLURI, 4 AIC 


ou, ce qui est la méme chose, 


(—1)^a-*p(g +1)... (p+ n — t) 


A = 7 
> F(v+n +1) 
/ bi". /n--p n+p+i h*^ 
x| — F( == 5 +n ti, n]; 
24 j 2 2 a 


c'est-à-dire que ce coefficient est une fonction métasphérique. 
Appliquons la formule (10) du paragraphe XVII; nous aurons fina- 
lement cette formule élégante 


1-6 
(4) (a + LES 2 Ví») S cusa 2n) Q- ind À Aaa a). 
l'(p) e cA 


qui nous permet de déduire immédiatement d'autres formules particu- 
lieres que l'on démontre ordinairement en suivant des méthodes trés 
différentes et peu systématiques. Nous avons à considérer ici les cas 
particuliers suivants de (4) : 

1° a= y, b = — 1; il résulte la formule intéressante 


ap! 21 anri») 


3) -— 
(9) (Y — x)? T(o) V 


2Xe + n)Qr- mp? ( y ) Po (x), 


due à Gegenbauer ('); l'hypothése 9 — 1: nous conduira à la for- 
mule (9) du paragraphe XXXVII; posons encore e = 2v, nous obte- 
nons une autre formule intéressante. 


2° b = ya? — 1, p = — n, n étant un positif entier, ce qui donnera 
pour À, 
p 
a” P(at—i)in! — j — A Dm N ob i a! — 1^ 
Ap = "E Aus -3 Y Hp +1, : In 


(n — p T(v»-- p + 1)a* a a 


(1) Comptes rendus de l'Académie impériale de Vienne, t. C, 1891. 
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d’où, en vertu de la formule (6) du paragraphe XXVIII, 
pére 
A, = —= M (a*—1yP 1 (a), 
de sorte que la formule différentielle 
D, p» (a) — ayp” LT n | ( a) 
donnera finalement la formule cherchée 


s=n 


nl (v+ - JT()a* 
^ \ z J 


(6) (a+ zr yat—i) = — 
yR ET 


(y+ s)(a? —1)y 


L| 
Di p^ 3" (a) P** (x), 


l(a»-- 5-1) 


d'où, pour v = o et « = cosh, la formule classique (') 


IER 5 
c-— + E EE S 
(2  (a+cos#ÿa—1)"= n! » ERE D; P^ (a) cos(n5), 
-- 1 
s=0 f 


où il faut admettre £, = 1, mais généralement pour s `> 1, &= 2. 
3° Nous remarquons en passant que les hypothèses 


b —yat—1, o= — n—1—23 


où n désigne un positif entier nous conduisent à des résultats ana- 
logues aux précédents; cependant cette analogie se présente sous 
forme beaucoup plus générale encore dans le paragraphe LNI. 


XLVII. — Autres propriétés des séries neumanniennes. 


Revenons maintenant à la formule (8) du paragraphe XLIV : 


(1) f(ax) —FV(v) P (94 n) A"" (a) P^^ (x); 


nze 


nous avons à démontrer quelques propriétés communes aux coeffi- 


(1) Heixe, Handbuch, t. I, p. 201; Berlin, 1878. 
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cients A""(x) quelle que soit la fonction analytique donnée f(x). 

in premier lieu, cherchons dans les deux membres de (1) le coeffi- 
cient de la puissance x"; le théorème fondamental de Weierstrass 
donnera ce développement 


=. 
. 3" w^ FV(»-- n +s) 
(2) ae=— Ÿ (— 1Y*(» -4- n 4-245) ——————— 
n! i s! 

s=0 


Avin Cor ). 


En second lieu, nous avons à démontrer le théorème suivant : 


I. Les coefficients A"" (4) qui figurent au second membre de (1) satis- 
font à ces deux équations fonctionnelles : 


(3) (y4 n 2- 1) A** ^^ (x) = A^" (x) — A^ a), 
(4) a(s a n Dg AY (x) = nm AM (a) + (n + 29 + 2) A^"? (ar), 
et cela quelle que soit la fonction f(x). 


Pour démontrer la formule (4) nous prenons pour point de départ 
l'identité démontrée dans le paragraphe XXI : 


(s " y) P** (x) — y [Prts r) pis * (47) ]. 


ce qui donnera, en vertu de (1), 
\— Ts b a A vs — Atstri vetu o 
flar) P(»+ 1) 2 [A (a)— À (æ)]E (a). 
z s=0 

Posons ensuite, dans (1), v +- 1 au lieu de v, puis remarquons qu'une 
fonction ne peut étre développée que d'une seule facon dans une série 
neumannienne pour laquelle le paramétre v a une valeur déterminée; 
nous trouvons immédiatement la formule (3). 

En second lieu appliquons l'équation aux différences finies 


2(9 43- n) ze Pre) — (n + 1)PY"*'() + (n + av —1)P"7-!(m) 


qui figure dans la définition des fonctions métasphériques; nous 
aurons, en vertu de (1), 
(5) acf(zr)-—T(v) p [sA"*7' (a) + (s+ 3») A"! ( x) | P^*( a7), 
s=0 
où nous avons à poser A”-'(x)—0. 
N. 19 
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Cela posé, différentions par rapport à x la formule (1), puis appli- 
quons les identités 


D, Paie = 2y P™ tuiim), pvo (a) = 
nous aurons 
3 ^ 
(6) af' (ac) —2aV(»- 1) Po (5 -- v -- 1) AVE (ac) Pot (Gn); 
s=0 


posons ensuite, dans (1), v + 1 au lieu de v; une différentiation par 
rapport à x donnera 


af'(ax)—T(v»- 1) YN (S 9 4- 1) D4 A** (x) PY (a), 


d'où en multipliant par z la formule (6), puis appliquant la transfor- 
mation (5), nous aurons la formule (4). 

Remarquons en passant que les formules (3) et (4) sont des géné- 
ralisations des équations fonctionnelles que j'ai prises comme défi- 
nitions des fonctions cylindriques (* ). 

En effet, supposons 


A"^(a) — i* | 2) B**"(a): 


nous aurons, en vertu de (3) et (4), si nous posons encore n — 1 au 
lieu de z, 
2(%+ 1) 
x 
2 Da B (a) — B**"-!(a) — Bv*n*!(a); 


B**"(a)— B” A '(a) t- B**^t'( a), 


c'est-à-dire que nous aurons 
B**^(a)—J***(a), 
ce qui s'accorde bien avec la formule (10) du paragraphe XLIV. 


Dans le paragraphe LXIV nous avons à donner un autre dévelop- 
pement commun à toutes les fonctions A""(2). 


(1) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, 81; Leipzig, 1904. 
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CHAPITRE XI. 


SÉRIES DE FRANÇOIS NEUMANN. 


XLVIII. — Évaluation d'une série particuliére. 


La méthode appliquée dans le paragraphe XLIV nous donnera immé- 
diatement, en vertu des valeurs limites développées dans le para- 
graphe XXIV, cet autre théorème fondamental : 


I. Désignons par 


2p paramètres finis quelconques ; le champ de convergence de la série 
infinie, supposée convergente : 


h=- 


" "Y 5.* [^ ^ LINER, " 
(1) Az) x9 >> An QP ta (a) Qrt (x) : .. Qt (in), 


LE] 


ott nous avons posé pour abréger 


r P 
3 
v= $ (pr + 2%), 


et où les coefficients À, sont indépendants de x, est la partie du plan des x 
située à l'extérieur d'une certaine ellipse È (a). La série (1) est unifor- 
mément convergente sur la circon ference et à l'extérieur d'une ellipse 
E(a + 6) quelconque. 


Dans le paragraphe XLVI nous avons donné un exemple de ce théo- 
rème correspondant à p — 1, savoir la série de Gegenbauer que nous 
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écrivons ici sous la forme suivante : 


I al (yp) wv 
(a2 — = — (y --0--n Pptp» E vpt) 
) (y x IP y +3 Var p de 24) 2 L ( )Q 


et qui est uniformément convergente, pourvu que z soit situé sur la 
circonférence ou à l'intérieur d'une ellipse E(a) quelconque, tandis 
que y parcourt la circonférence d'une ellipse E(a + 6). 

Désignons ensuite par q un tel nombre entier, non négatif, que 


W(o-- 2» 4- q)2» 3. 


puis désignons par / une variable réelle assujettie à satistaire aux con- 
ditions o ^17 1, la série nouvelle 


LII 
(1— (eto? aet T (up) x3 t 
— e CEP) N (9 p n) QHP (y) [Purp (Le) (1— t) 2-1]. 
(y— tæt VEL ipay) ^ 

9 


tirée directement de (2), est par conséquent uniformément conver- 
gente par rapport à {, pourvu que æ et y satisfassent aux conditions 
susdites; c’est-à-dire que la série (3) peut être intégrée terme à terme 
par rapport à ¿ de  —0à 7 — r. 

Posons pour abréger 


lío-- 2v) C'i a — terme t 
Jmm err ema ie i | ——— —- dt 
s lip +29- y —1) (y— trj 
Y(o-- v) (" 
B;?(a)— Lp | Pate (te)(1— £t)etnreev- dt; 
l'ip 4-2» 4-9 — 1) 7, i 


nous aurons tout d'abord, en vertu de l'intégrale eulérienne de pre- 
mière espèce, 


B (—iyT i-y-n- s) 
e (pr » (zajn, 
— SIT (p + 2v -- n — 2s +4) 


=0 


(4) B;?(r)— 


tandis que la formule binomiale donnera pour (a) la série de puis- 
sances 


ne 
4 "m BO Lío--2v»--n) a 
(5) f(x)= Ÿ © — ———» 
* dmi l'(0 2-29 + n +) y? 
A 0 


applicable pourvu que || <| y|. 
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Cela posé, la formule (3) donnera cet autre développement 


; ' e EI 
(6) f(x) 5 = V (i-e p e n) Byte) Cy), 


yT 


n= 0 


où la série infinie qui figure au second membre est uniformément 
convergente, où l’est la série originelle (2). 
Désignons maintenant par 
=f : 
r à íCÍí—!Plí(ío--vv---n-—5s) 
(7) Azt(a)-— V —————————- 
di sllip--29-- n—258) 


(az }" -3 


ce qui deviendra, pour g = o, le polynome (4); je dis que nous aurons, 
en vertu de (6), cette autre formule 


/ =Ni ya 
(8) "ses — PXC F9 n)AZf(c)Q*v*"( y), 


y —c T 
: Vm : 


)—0 


oü la série qui figure au second membre est encore uniformément 
convergente, oü l'est la série originelle (2). 

En effet, soit tout d'abord g = o, la formule (8) est précisément la 
méme que (4). Supposons ensuite g positif; nous n'avons qu'à appli- 
quer g fois la méthode expliquée dans le paragraphe XV. 


XLIX. — Le théoréme général. 


Pour établir maintenant d'un point de vue général les séries infinies, 
desquelles nous venons de donner des exemples, posons dans la for- 
mule (8) du paragraphe XLVIH 


| 
u 

il 
f - 


I apt! o M E TU A EAN (1 P er 

I = (p n) z am ( 7 ) Qn" (i-em 

AU, edu eda e C IP Ag, EMT": 
n=0 


dont le champ de convergence est, comme nous l'avons vu dans les 
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paragraphes IV et XLVII, une certaine ellipse C(a) de Cassini avec 
l'équation 


(2) (a+ ĝt)? — a” Eu £—a-r ip. 
a +1 a 

La série qui figure au second membre de (1) est uniformément con- 
vergente, pourvu que v, parcourt la circonférence de C(a), tandis que? 
est situé à l'intérieur ou sur la circonférence d'une ellipse C(a + à) 
quelconque. 

Soit maintenant /(£) une fonction analytique à l'intérieur d'une 
ellipse C(a) de Cassini, et soit, pour des valeurs suffisamment petites 
de |£], 


(3) f(£)2a-2- a, E + aË+,,, + a, En + 


soit enlin C, la circonférence d'une courbe C(a +3) quelconque 


parcourue dans le sens direct; le procédé du paragraphe XLIV don- 
nera immédiatement pour f(E) ce développement 


7 : 3p . NES 
(4) J{E) z Noe + n)B, Q”? isi. 


frej = 
Sy 
EI 
. 
< 
- 


oü nous avons posé pour abréger 


(5) B= — f foe (z) SE 


Désignons ensuite par K la circonférence parcourue dans le sens 
direct, d'un cercle situé et à l'intérieur de la courbe C(a) et à l'inté- 


rieur du cercle de convergence de la série de puissances (3); nous 
aurons évidemment 


" dr ^ \ ed 
ani z [fem e)a t= gpf sae; (5, )2. 


ce qui donnera, en vertu de (3), pour B,, cette autre expression déve- 
loppée 


cn 
=? 


B,— SENTE +p+n—s) 


6) f 
(6) dmi s P(o +y 4- n — as) 


LES 
2 Ants. 


Cela posé, mettons dans (4) de nouveau £— 1 : æ; la courbe C(a) 
se transforme dans l'ellipse originelle E(a), et l'intérieur de C(a) 
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deviendra l'extérieur de E(a); c'est-à-dire que nous avons démontré 
ce théorème général : 


I. Toute fonction f(x) analytique à l'extérieur d'une ellipse E(a) 
est dans ce domaine développable en série de fonctions métasphériques 
de seconde espèce comme suit : 


+ (+ p + n) B, Qf" Cr), 


n=û 


L 
aftl p ety 


(7) d E 


E "e 
où le coefficient B, se determine à l’aide de la formule (6), si nous 
posons pour |x| suffisamment grand 


P ; a e. a 
(8) fi(r)zca,4- 2 -- — +...+— 


La série qui figure au second membre de (3) est uniformément con- 

p , ` » p » . x ^ 

vergente sur la circonférence et à l'extérieur d'une ellipse E(a +0) 
quelconque. 


Les exemples étudiés dans le paragraphe XLIV nous donnent des 
éclaircissements sur les séries de ce genre aussi. 

Dans le cas particulier, où f(x) est analytique dans tout le plan 
des x, la partie de l'axe réel qui correspond à — Sæ + 1 exclue, 
la série (7) est convergente dans toute l'étendue du plan des æ à 
l'exception de l'intervalle susdit. 


x | ! "n - ^ R 
Exemple I. — (1— — ]" log (1 + I : 


Exemple 1. — w p*^(z), m*a). 


Exemple 1H. — atp (æ) Prt ar), ath pe&( 2095 (a), 
n ice | le b £ Qa, (æ). 
Exemple IV. — F{a, 9, v. =) : 


Remarquons en passant qu'une série de la forme 


h= 


2 A, Qtr (2x) 


nzo 
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peut être traitée par une simple transformation d'un cas particulier 
des séries générales que nous avons à étudier dans le paragraphe LIII. 


L. — Exemples des séries de F. Neumann. 


Conformément aux remarques qui terminent le paragraphe précé- 
dent, nous concluons que les trois fonctions 


{1} Pati 2) Q5 t), [LE h( r)Q^, (x), pabi pe^ (m), 


multipliées par une puissance convenable de æ, sont développables 
en séries de la forme (7) du paragraphe XLIX, convergentes dans 
toute l'étendue du plan des v à l'exception de la partie de l'axe réel 
qui correspond à — 1227 +1. 

C'est le mérite de François Neumann (*) d'avoir détourné les diffi- 
cultés considérables, en déterminant, dans le cas a — a, — 5, b et b, 


entiers et non négatifs, les coefficients des séries en question. 

Dans le paragraphe XLII, nous avons déjà mentionné les grandes 
diflicultés qui se présentent dans la généralisation des séries de 
Neumann, C'est pourquoi nous préférons de donner ici une autre 
classe particulière des séries en question, savoir en étudiant les fonc- 
tions (1) qui correspondent à 


6 = ði. b= b. 
1 ; 


de sorte que les fonctions P et Q en question sont des intégrales parti- 
culières de la même équation de Legendre. 
A cet effet, appliquons sur la formule 

— 
(2) K"*()KYf*(m)— i 2(v9 -r- 0 -- 2n)A Q^ £) 

LEER 
l'opération différentielle A, étudiée dans le paragraphe NLH; il saute 
aux veux que les trois différentiations par rapport à æ contenues 
dans A, peuvent ètre effectuées terme à terme sur la série infinie qui 
figure au second membre de (2), parce que cette série est uniformé- 
ment convergente. 


(1) Beiträge zur Theorie der Kugelfunktionen, Leipzig, 1878. 
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Cela posé, l'opération susdite donnera immédiatement l'identité 
suivante : 


(3) oz X a, | An QT 20-1 ( a) + B, Qata 1(æ)], 


n=0û 
où nous avons posé pour abréger 
A, — (o -- an)(g + a3» 4- 3n — 1) (e 2- av 4-3p--2n)(ap--a» —c —an). 
B,—íc + 2n4-1)(2-- 3n — ap)(e + 3n 4- 2v)(o -- an -+ ap - v). 


Or l'identité 


nze 


o =a N Q0- À (an Bai + an An) 77-1 (a), 


n=1 
tirée directement de (3), entraine ces autres : 
(4) Aod = 0, 
(5) An-1 Bn- + 44, À, — 0 (0 Z 1). 


L'équation (4) donnera ou a, = o ou À, = 0; or, la premiere de ces 
solutions étant absurde, il faut admettre la seconde, ce qui donnera 
pour c les valeurs suivantes : 


(6) g = T + 2%, g——2p—2, c —0, ce—1—2», 


qui eorrespondent aux diverses fonctions K qui figurent dans la for- 
mule (2). 


1% g= 2v + 29 conduira à une série de la forme 


vow 
^U 


o (or 
n-ü 


(2p -- 3» -- 2n)a, Q*te*?v*9h ( 7), 


où nous avons posé pour abréger 


F[»-2cn-)To e n)FE(pom 2v n)F(ap - 3v n) 
| à 


(5) dum 


f I E P 
ATT(v--p-r- n-r )T (o 2-2» + An + =) rap + 2 -- n +i) 

En effet, le coefficient a, se détermine immédiatement en com- 
parant dans (7) les termes qui contiennent les puissances z-?*-"*, et 
ensuite la formule récursive (5) donnera successivement tous les 
autres coefficients «,. 

N. 


20 
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2° c = o donnera le développement remarquable 


(+ z) T 


(9) Prr(æ) QE (x) = (v 4- 25)a, Q^ (1), 


vVnTo)T(av) : 
où nous avons posé pour abréger 


~ 1 ` . ` 
F{s+ = JT(v-- s)T(o + 2» 2- s)T(o 4- » — s) 
2 f 1 


(10) Tei i LLL GA 


. b m 3 
sIT (#4 $- = JVC p +s+) (p—s +1) 


d’où la proposition suivante : 


l. Le produit des deux fonctions métasphériques fondamentales ayant 
les mêmes arguments, paramètres et indices est, quel que soit o, dévelop- 
pable en série de fonctions ultrasphériques de seconde espéce. 


Supposons particulièrement v = >; les fonctions qui figurent au 


second membre de (7) deviennent des fonctions sphériques ordinaires 
de seconde espéce, tandis que les fonctions qui figurent au premier 
membre sont des fonctions annulaires. 

Dans l'autre cas particulier c = n, n étant un positif entier, la série 
correspondante (7) deviendra finie à cause du diviseur F(p — s + 1), 
qui figure dans le dénominateur du coefficient général a;. La formule 
particuliere ainsi obtenue est du reste une conséquence immédiate de 
l'équation aux différences finies qui figurent dans la définition des 
fonctions métasphériques, ce qui donnera la proposition suivante 


ll. Sort K""(x) une fonction ultrasphérique quelconque ; nous aurons 


un développement de la forme 
T 


r(»4- = | san 
, | \ 2 À m EE 
(11) PEU CR KA (x)= —— À—— (+ as)a,K7%{(x), 
VzT(vy)T(»v) 49 
" LL 
oit nous AVONS posé pour abréger 
. f/ 1 = " " d 
Fs - JFís -- »)F(^ +-s+2%)T(u—s +) 
i 


(13) ua, 


)r( + 1 +s 4-1) 


+ 1 
s!'in — s)!l Mais - 
à j 
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Nous ne nous arrêtons pas à l'étude des autres valeurs possibles 
indiquées dans (6) pour 5. Au contraire, il nous semble beaucoup plus 
intéressant de donner des renseignements historiques concernant 
l'étude du probléme de multiplier deux fonctions sphériques. 

La première publication concernant le développement du produit 
de deux fonctions sphériques ordinaires P^(a). P"(a») selon des 
fonctions du méme genre semble ètre celle de G. Bauer ('); la 
seconde est de Ferrers (?), qui a trouvé la formule en 1874, la troi- 
sième d'Adams (°), qui a découvert la formule en 1873. Cependant, 
en méme temps qu'Adams, Francois Neumann (*) a publié des 
formules beaucoup plus générales, de sorte qu'on doit dire que la 
résolution du probléme concernant le développement du produit de 
deux fonctions sphériques quelconques est due à Neumann. Dans les 
derniers jours, M. Waelsch (?) a donné une résolution élégante du 
méme probléme. 


(1) Süzungsberichte der Kgl. bayerishen Akademie der JF. issenschaften, 1875, 
p. 247-272. 

(*) Spherical harmonics. London, 1877. 

(3) Proceedings of the Royal Society of London, t. XXVII, 1878, p. 63-71. Pour les 
citations des temps du découvert de la formule, voir Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik, t. X, 1878 (1880), p. 337. 

(*) Beiträge zur Theorie der Kugelfunktionen. Leipzig, 1878. 

(5) Comptes rendus, V, CXLIV, 1907, p. 186-189; Wiener Sitzungsberichte, t. CLVII 
1909, p. 85-90. 


- GABIMET MATEMATYCZNY 
| TUMHLE PET prd Wargzawslueqo 
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CHAPITRE XII. 


SÉRIES DE PRODUITS DE DEUX FONCTIONS MÉTASPHÉHIQUES. 


LI. — Développement d'une seule fonction métasphérique. 


Tenté de divers développements particuliers trouvés daus la théorie 
des fonctions sphériques on a essayé depuis longtemps, mais en vain 
jusqu'ici, à développer une fonction donnée en séries analogues à celles 
que nous venons d'étudier dans les deux Chapitres précédents, mais 
contenant, au lieu d'une seule fonction ultrasphérique ou métasphé- 
rique, le produit de deux telles fonctions dans tous ses termes. 

Or, de telles séries de produits de deux fonctions métasphériques 
existent et possèdent les mêmes propriétés analytiques que les pré- 
cédentes; mais, d'un autre cóté, les séries nouvelles sont aussi com- 
pliquées qu'elles ne semblent présenter qu'un intérét médiocre au 
poiut de vue de ses applications pratiques. C'est pourquoi nous nous 
bornerons ici à mettre en évidence l'existence des séries en question 
en étudiant le cas le plus simple, savoir les séries de carrés des fonc- 
tions métasphériques et ultrasphériques. 

A cet effet, nous avons tout d'abord à développer en série de la 
forme susdite une seule fonction métasphérique, ce qui s'effectuera 
immédiatement à l'aide des secondes identités étudiées dans le para- 
graphe XLII, savoir 


(1) AS[K'P(æ)| — AK"P(:z) K"^**' (2) + BK (x) KP- (x), 
où nous avons posé pour abréger 


—A=(p+1)(p+2%)(s — ap) (2 + 2» 4- p), 
—B-—p(p--2v—1)(2p + 2» — 2)(2p -- f» +c), 
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tandis que 
(2) A [K}7(x) ]= 0 


est l'équation différentielle linéaire et homogène du troisième ordre 
C» 
obtenue pour K>” (x). 
Supposons maintenant possible un développement de la forme 
^ =< 
(3) K"?(x)— DACE 4-09 An) an| KY" (x)|, 
n=0 
puis supposons différentiable trois fois terme à terme la série qui 
ligure au second membre de (3); nous aurons, en vertu de (1), en 
introduisant dans (2) la série qui figure en second membre (3), une 
identité de la forme 


o Wa [AL Kr (an) Kyo t (ar) + B, KT? **(.c) KY 8**-!(2)], 
— 


o 
où nous avons posé pour abréger 
A=(0+s+i1)(o+s+a%)(o— 29 —as)(s tayt aptas); 
B,—íp --s)(p-- 53-32» —t)(2p +2%— 0 +as)(ap + 49 -- c -- 21), 
ce qui donnera, aprés une légère transformation, 


me 


, ya y, * 3 A 5 sf v. 24 
(4) o— a, B, KY? (c) K 197! (70) 4 DHCLYE assi Boss kvet im Krei) 


# =0 


Cela posé, faisons encore sur la série (3) l'hypothèse que, pour des 
aleurs fixes de v, o et 5, un tel développement n'est possible que 
d'une seule facon; l'identité (4) donnera immédiatement ces autres : 


(5) a, B, — o, api Ben + 4,A4,— 0, 


d'où les valeurs suivantes de o: 


+ g 
(6) Air i, pomi a, p= — 2y, p= o0, 


de sorte que nous avons à étudier séparément ces quatre valeurs pos- 
sibles de c. 
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1° Pour appliquer la première des racines (6), posons 


K-—h,—0Q 
et 

G2 p + 29: 
e peut être choisi arbitrairement. Le coefficient correspondant a, se 
détermine immédiatement en multipliant par x?**** les deux membres 
de (3), puis, faisant croître au delà de toute limite la valeur absolue 
de æ, nous aurons 


(7) a, = 


J 


l'(2p + 4v) E | 
Vna? (p-- v)T(ap + 3v+ 1) L F(p--2v) J 
d’où généralement, en vertu de la dernière formule (5), 


(8j a = l'(ap + 4v) 


l'(p--»2-1)]* .[v\ T(ao 2 av -- s 
eR (— (re ! Yy 5) 


T(20+3%+ 1)Vr 2° l'(p + 2%) 20 4-39 -- 5 -- 1)" 


c'est-à-dire que la série correspondante (3), multipliée par la puis- 
sance z*?*", est uniformément convergente à l'extérieur d'une 
ellipse E(6) quelconque, et les hypothèses faites sur la nature de la 
série (3) sont vraies, d’où la proposition suivante : 


l. Supposons finies les deux nombres v et o; la série de carrés des fonc- 
lions métasphériques 


= 


^ , «V IF A D 
(0) Qm (az) bA 1)(29 4- 20 + 25) A,[QV9**(27) |, 


s=0 
où nous avons posé pour abréger 


STI 3!-"T(2p + 4v) lc zu A 2 l(20+ 29 -- $) 


Va T(2p 4-29 4- 1) l(p-2-2v) . sj li2p+3%+s+1) 


est, multipliee par la puissance a*****, absolument et uniformément con- 
vergente à l'extérieur d'une ellipse E(8) quelconque. 


Posons par exemple, dans (9), p — 0, v = 5; il en résulte la for- 


mule élémentaire 


= 


(11) Q(2) 2 3[0 (2T D LOC) 


421 


Transformons maintenant la formule (9) en remplacant toutes les 
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fonctions Q qui y figurent par l'expression correspondante 


Varla) sinr(2b+a) 
LE Es Se 
Ce) a! 74 sin m( b + 2a) 


p 6-18 ( 2). 
puis mettons dans la formule ainsi obtenue — 5 — 2v au lieu de 5; la 


formule eulérienne 
T 


SHIP TO 


F(o)F(1— 9) = 


donnera sans peine ce développement nouveau analogue à (9) 


* t 
L(4)E (20 + 2») / F(p + 10! « ` 
(12) ptr) LUF tsp ci- 2v) Í r) Y (— 1)'(29 -- 29 — 35) A,[ P*97^(.:)]*, 
FPi2p--) | AT(o-7 v), J 
LE] 


où nous avons posé pour abréger 


: v\ l(2p +  —5s) 
13 Az — - : . 
03) JP CET sr) 
La formule (12) est valable où l'est la formule originelle (9). 
Supposons dans (12) p =n, n étant un positif entier; il en résulte 
la formule élémentaire 


bcn 
Vt 


(14) Prius x) — 


(an + 2%)T (1) l 
LUE i Y r) a (— 1) (2n — 25 + 27)a,[ P^^-*(:)]*, 
(an)! QJ(v-n)/ - 
g 5 
où nous avons posé pour abréger 
" (y l(v--2n—:) 
a,— *———————— «€ 
"MJ F(2»-- an — se 1) 


Ces formules trouvées, nous laissons au lecteur le soin d'étudier les 
autres racines (6). 

Différentions par rapport à æ la formule (9); nous obtenons un 
développement de la forme 


Qi (a) = W [A Quot (n) + B Qn? (e QE (x), 


dont les coefficients deviennent tres compliqués, le cas particulier 


! 
y= — exclu. 
2 
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LII. — Théorémes généraux. 


Considérons maintenant la série de fonctions ultrasphériques aux 
indices pairs 


n=. 
; x ; 
(1) f(x)— Ys. Pan (y), 

n=0 
avec l’ellipse de convergence E(a), puis appliquons aux toutes fonc- 
tions P qui y figurent la formule (14) du paragraphe LI; nous ne 
savons pas, dés à présent, si nous pouvons ordonner selon des carrés 
des fonctions ultrasphériques la série ainsi obtenue. Néanmoins effec- 
tuons formellement une telle transformation; nous avons à étudier la 
série ainsi obtenue 


(2) gr) Ja n)jB, [P"^(zx)]*, 
nz 
où nous avons posé pour abréger 


l'(2» 4- 25 a sy + 8)! Pri Jan $) 


(3) A v ( iy (>) - — Anss* 
= LS 


(an + 2s) T (»-- à + S PT (2v +an +s+i) 
A cet effet, nous avons tout d'abord à démontrer que la série (2) 
est uniformément convergente ou l'est la série donnée (1). 
Nous aurons évidemment, en vertu des formules développées dans 
le paragraphe VIII, 


, = 


[Baj & M (a+ s)| Anes 


s=0 


où g désigne un nombre réel fini, d’où, en posant 


= |e +yz -b213 


vx 


cette autre valeur majorante 


(4) | B, [P^ (n )]*| & nezt^ Von + sye|A 
Z — 


— 


5-0 


où g, est un autre nombre réel fini. 
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Cela posé, désignons par x, une valeur quelconque de x telle que 
la série donnée (1), f(x,) soit absolument convergente, puis posons 


= PER ci —1| 1; 


l'inégalité ( 4) donnera cette autre 


, * 


MIR 
LAON | e ne ES V (ne n] Aule 


s=0 


d'où immédiatement 
(5) | B, [ P^? (£) < PELA | si) - 


où la limite supérieure de la suite aux éléments positifs 


Gy, in A cs.) Ux; 
est finie. 

Cela posé, l'inégalité (5) montrera clairement que la série (2) est 
absolument convergente dans l'intérieur de l'ellipse de convergence 
de la série donnée (1) et uniformément convergente sur la circonfé- 
rence et à l'intérieur d'une ellipse E(a — 2) quelconque. C'est-à-dire 
que e (x) est une fonction analytique dans ce dernier domaine. 

Supposons maintenant, pour n > N, constamment 


ALD. 


puis désignons par B, ce que deviendra, dans ce cas, le coefficient B, 
pour n < N; nous aurons certainement 


n=N n=N 
(6) x An phu (x)= * B; [ P^^()]*, 
n=0 n=0 


parce que les deux séries en question sont finies. 
Posons ensuite généralement 


B,—Bi--Bj n£°N 


nous aurons évidemment 


n=… n=Xx 


+ m x ” P - , 
(2) or) — f(x) = m B, [| P^ (2)]* + bos B; [ P*"(2)]! — pY Aa Pran (r). 
naNei n=% n=N+t 
N. 1 
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Or, il est possible de choisir N aussi grand que nous aurons à la fois 


now now 


à Yni y 12 £ Mn ( yp 2 
(8) D Big | € AP") 
nN næ=N+1 


de plus, nous aurons, en vertu de (5), 


DEL Tu 
|B; [ P^" ()*]] — nr ($) X se AE, 
i ! 
=N) 


ou, ce qui est la même chose, 


/! FN in 
|B [Pr (x) & n ( & ) Rys 
^1 / 


R, désignant le terme de reste d'une série convergente à termes po- 
sitifs; c'est-à dire que nous aurons 


$—N n=x 

D Be penga] e N CR CARN 
2 BCP RTE Ry 2 * (E ) <3 
s=0 nt 


d'où finalement, en vertu de (7) et (8), 
[2(x) — f(x) — t. 
ce qui donnera 2 (x) = f(x), parce que la fonction analytique 
2 (6) — f(x) 


est indépendante du positif entier N. 

Multiplions ensuite par x la formule (2), puis appliquons l'équation 
aux différences finies qui figure dans la définition des fonctions sphé- 
riques; nous aurons un développement de la forme 


n 


= 
(9) xf\x) = C, puscanpyoert (z) 


n=0 


où la série ainsi obtenue a la méme ellipse de convergence que la 
série donnée (1) elle-méme. 

Gela posé, remarquons que les fonctions /(x) et xf(x) sont res- 
pectivement paires et impaires; nous aurons le théorème suivant : 


|. Toute fonction f(x), analytique à l'intérieur d'une ellipse E (a), est 
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dans ce domaine développable en série comme suit : 


n=. 


(10) Yos) $3 [Ba [Pr (2:)]* -- C, P (xpo), 


n—û0 


el la série ainsi obtenue est uniformément convergente sur la circonfé- 
Yo pre ne , + = ^ 
rence et à l'intérieur d'une ellipse E(a — 0) quelconque. 


Maintenant il faut remarquer que la série (10) est extrémement 
compliquée, parce qu'il faut connaitre, pour déterminer les coef- 
ficients B,, les coefficients A, de la série neumannienne (1). Tandis 
que la détermination des C, exige encore la transformation susdite de 
la série neumannienne correspondante. 

Outre de la série (14) du paragraphe LI nous avons encore à donner 
dans le paragraphe LIX une autre série particulière de ce genre. 

Considérons ensuite la série de fonctions métasphériques 


n=» 


(i n f (ac) = po Ap QE ) z*e? m 


[ES] 


avec l'ellipse de convergence E (a), puis exprimons à l'aide de la for- 
mule (9) du paragraphe LI toutes les fonctions métasphériques qui y 
figurent; nous aurons formellement une série de la forme 


h=» 


(12) o(r)= tp rev b I 1)^ B, [Q" LT | 7)]* 


n 0 
où nous avons posé pour abréger 


3!-**(55 -— 2» -- 2n) 


yr 


, n 
d o* h, l'or + 4» taolin 4 r -- 29 --20) l(v--0-- r--1)1* 
x Y (=) PS Ae 
—— n—rj/Yía 
r=0 


B, -— 
(13) 


p2-2v9--2r-4-1)F (n -- nra- 29 H- 392-1) |. V'(r +0 + 2%) 


Appliquons ensuite une méthode analogue à celle que nous venons 
d'expliquer; nous aurons le théorème suivant : 


IL. Toute fonction f(x), analytique à l'extérieur d'une ellipse E(a), 
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est dans ce domaine développable en série de la forme 
n=» 
(14) Sflej= at X | B, [Qvo*^ (27)! Ca Qet*" (az) Qeon (ae). 
no 
série qui est uniformément convergente sur la circonférence et à l'exté- 
rieur d'une ellipse E(a + 8) quelconque. 


Il saute aux yeux, du reste, que les séries de ce genre sont de la 
méme nature compliquée que les précédentes. 
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CHAPITRE XIII. 


SÉRIES DE FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES GÉNÉRALISÉES. 


LIII. — Séries de première espèce. 


Pour donner des applications intéressantes des théories générales 
développées dans le Chapitre IV, nous introduisons p + g paramètres 
finis 


(1) Éd Mas a sn E 
R g E 
| Pi Hn Bas , bu 


pour lesquels les valeurs entières et non positives sont exclues; 
supposons de plus p&g +1; le rayon de convergence de la série de 
puissances 


r=e 
: a Fiane r) Elart nr)... Clap & +1) 

(2) F,(z)— 'T.à VE E . 

riin r)E(Si-- n 2 r)... F(p nr) 


pt! 


Pzó 


est, pour p = q + 1, égal à l'unité, mais infiniment grand pour p <q. 

Dans le eas p — o, le numérateur de coefficient général qui figure 
au second membre de (2) doit être égal à 1, tandis que pour g = o, ce 
qui exige p = o ou p — t, le dénominateur correspondant doit être 
égal à z! 

Supposons p — q + 1 7» 2; nous désignons comme fonction hyper- 
géométrique généralisée la fonction ainsi définie; pour pq, la fonc- 
tion en question est désignée comme dégénérée. 

Quant aux séries qui procèdent d’après des fonctions (2), nous 
avons tout d'abord à démontrer le théorème suivant : 


I. Supposons p£ q, puis désignons par 


(3) J(x)-— a+ ax + art +... + aam +... 
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une série de puissances ayant le rayon de convergence R; nous aurons 
toujours une série de la forme 


(4) for) =A Folt) AF (m)-2-..- ALFí (T) -..s, 


oit nous avons posé généralement 


r=n 
(5) À AE Rec n Uu PT EE» — n : 
>) |j s R S An-r: 
x rll(z--n—r)T(x-—n—r)...TY(a,-2-n—r) "7 
r—=0 


La série (3) a le même champ de convergence que la série donnée (3) 
elle-même, tandis qu'elle est uniformément convergente pour |x| SR — ò. 


Remarquons tout d’abord que l’expression (5) du coefficient 
général A, est, en vertu du théorème II du paragraphe XIII, une con- 
séquence immédiate de la formule élémentaire (4) du paragraphe XIV, 
pourvu qu'un développement de la forme (4) soit possible. C'est- 
à-dire qu'il ne nous reste qu'à démontrer la convergence de la 
série (4). 

A cet effet, posuns pour tous les z 
Fiat n)T (a 2- n)... T( x, +n) 


= rr —. oH or): 
C(++ n)F'(os2- n)... ($4 2- n) " 


(6) FE.) 


nous aurons, en vertu du théorème démontré dans le paragraphe VIF, 
ces valeurs limites 


(7) lim H, (.7) — e*, lim H, (x) — 1, 


n= nc 

selon que p= q ou p « 4. Supposons encore [x|5 G; la fonction H, (a) 
convergera uniformément à sa valeur limite correspondante (7). 

Posons ensuite pour abréger 
(8) g — Wa, + +... + x Bi — D3—...— fo); 
la formule (16) du paragraphe VIII concernant la fonction gamma 
donnera 
(9) | E (2) M,[(n 1)!}r 7n rie, 


où M, désigne un nombre positif fini indépendant de z. La formule (5) 
donnera de méme 


r=n 


[A4] $ Mi[ (n — teram V ded, 


rzo 


www.rcin.org.pl 


CHAPITRE XII, — FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES GÉNÉRALISÉES. |I 


ei 
EA 


ce qui donnera généralement, en vertu de (9), 


( 10) [A, FA (0)| 2M, nl?! [p |", 


où M désigne un nombre positif fini indépendant de n, tandis que 
nous avons posé pour abréger 


r=n 


, a, r 
(r) w= Dleed. 


(aA ) 


Cela posé, remarquons que la série de puissances à coefticients 
positifs 


LE 


HA(x)— b |a | e^ 


n=0 


a précisément le même rayon de convergence que la série donnée (3); 
cette autre série de puissances, obtenue immédiatement en appli- 
quant la règle de multiplication de Cauchy 


n=% 


A 
ef (ay Fon r”, 


n=û 


aura encore précisément le rayon de convergence R; c'est évidemment 
la méme chose ponr l'autre série de puissances 


n= e 


by pnl qat, 


Or, nous aurons, en vertu de ( 10), pourle terme de reste de la série 
hypothétique (4), 
r=n+pn rPlÉnep 


b> AF,cr) | > rl, |æ|"; 


r=n+i ran+i 


c'est-à-dire que la série (4) est absolument convergente pour |x| < R 
et uniformément convergente pour |z|* R — 8. 

Or donnons ensuite, en vertu du théorème fondamental de Weier- 
strass, comme série de puissances, la série qui figure au second 
membre de (4); nous aurons précisément la série donnée (3). De plus, 
notre série (4) ne peut jamais converger pour |x| > R; car dans ce 
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cas elle convergera uniformément pour |z| > R, ce qui donnera pour la 
série de puissances donnée (3) un rayon de convergence plus grand 
que R. 

Quant au cas p =q +1, une combinaison de la formule particu- 
lière (9) du paragraphe XIV et le théorème général I du paragraphe XV 
donnera cet autre théorème : 


HI. Supposons p = q + 1; la série (4) dont les coefficients se détermi- 
nent à l'aide de la formule (5) est encore valable et uniformément con- 
vergente à l'intérieur et sur la circonférence du cercle L(R — ò) définie 
dans le paragraphe XIV. 


Nous ignorons, par notre démonstration, si la série mentionnée 
dans le dernier théorème puisse être convergente à l'extérieur du 
cercle L(R); mais nous pouvons dire que, dans ce cas, la convergence 
sera nécessairement non uniforme. 


Exemple I. — Posons p — 2, q — 1; nous aurons la série de fonc- 
tions hypergéométriques ordinaires 


nza 


Q | - D $ 
(12) fior) = d'Art F(z i n, Pn, y tn, m), 


LE 
où nous avons posé pour abréger 


n 


LI 
Fia- nYT (B + n) ( Tiy nmr 
(13), A REA TS" a EE 


Fiy n) À ril (x — n —r) i$ d-n— r) 


rco 


LT 


Exemple I1. — La formule 
(14) Filazsjz- VE n" EF, x) 


est équivalente à l'identité 


(a-1)r pt — sar 
e e -e8", 


obtenue de ( 14) en y posant p = q — o. 


Exemple HI. — Soit G (2) la fonction obtenue de F, (x) en rempla- 
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cant x, par un autre paramètre æi, tandis que tous les autres para- 
mètres a, et B. seront les:mémes, nous aurons 


azne 
* : p i—r"Tíx,),. = 
(15) Gi(or)= > =r r Fix, — n,2,, 9) Fa (x). 
Fixa! 
n=0 


Exemple IV. — Remplacons de méme, dans F,(c), B, par un autre 
paramètre 8°, nous aurons pour la fonction G,(æ) ainsi obtenue : 


n < I ~ 
3 - «(—1)"T(B1) ,.,. x - 
(16) Glwx)= Ÿ ————— F(5,, — n.9,, w)F.( x). 
“si n!T( oj) : 
n=û 


LIV. — Séries de seconde espèce. 


Ajoutons aux paramètres (1) du paragraphe LIII le nouveau para- 
mètre w du mème genre, puis posons généralement 


1= 0 
e x Tia 2- n a- S)T(z,-- n 5)... T (an, nt 8) 
(1) F,(7)— y : z 


0 + p 
TB +R Aline TS AT can ct To : æ $ 
SA (Dit n HS) (Bit ns)... (Py -i- R5) (00 + 27 +58) 


- 
où il faut admettre p = q + 2, il est très intéressant, ce me semble, que 
les séries de fonctions métasphériques de seconde espèce étudiées dans 
le Chapitre XI, nous fournissent un simple moyen pour étudier les 
séries de telles fonctions hypergéométriques généralisées. 

A cet effet, posons 


E Là 
H, (2) — at- frate Queen ( =), 
cr / 


nous aurons la série de puissances 


0 + A 


X "IE y 
w3!! — (M E«JT( =+» iex) 
(3) H, (x) > ———Á————— PC 77 


sIT(v -- p-- n o s4- 1) 


r o 
posons ensuite 
LI 
: I 
"m ^O (—1YTío--»4-n—5) 
(3) Nac = ~ : - Anss 
Jp--n (0 + n + \ 
2 CET Lu.) 


22 
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puis introduisons dans la série générale (7) du paragraphe IL, avec 
l'ellipse de convergence E(a), r:x au lieu de x; nous aurons un 
développement de la forme 


noca 


(4) f(x) Mi p n) ABC). 


LET] 


Conformément aux recherches du paragraphe IV, la série qui figure 
au second membre et convergente à l’intérieur de l'ellipse de Cassini 
C(a) est uniformément convergente sur la circonférence et à l'inté- 

8 
s Ü 5 ^ k K 
rieur d'une ellipse C(a + €) quelconque. Quant à f(x), nous aurons 
pour des valeurs suffisamment petites de |x| la série de puissances 


(5) f(ar)-— a, t A+ à, z* + aa +. 
Supposons maintenant paire la fonction donnée f(x); nous aurons 
Ams = 0, Å = 0; 


introduisons ensuite yz au lieu de æ comme variable indépendante; 
l'ellipse C(a) de Cassini se transforme, comme nous l'avons vu dans 
le paragraphe IV, àla courbe K(a). Soit enlin 


G,iz)=H,,t VE), 


Savoir 
sze pi? \nfp+i1 ` 
L(---n--s--»JF[Í* ++ NN + s) 
i à LY (3 JE 2 
(6) uala] ——— ———————— ape 
s! T(v--5--2an--5s--1) 
s—0 1 
et 
sn 
"al { 1) l D he YHn $ t) 
(7) B, N -7 r1 Ans 
Zi irí? S\ rfp? n 
» ST[- jn || —— +v+n—s) 


nons aurons, pour la fonction (6), cet autre développement 


y , x ` 
(8) f(x) > (o -+y --an)B, Galt), 


n ^ 


d'où, en vertu des développements du paragraphe XV, ce théorème 
général : 


WWwW.rcin.org.pl 


CHAPITRE XIII. — FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES GÉNERALISÉES. 171 


I. Supposons dans (1) p —q--2, toute fonction f(x) analytique 
dans l'intérieur d'une courbe K(a) est dans ce domaine développable en 
serie de la or me 


(9) f(x) - 3 (oe an — 1) AF, Gr), 


n=0 
où nous avons posé pour abréger 


5 ^" 
( \ SEE — s$)... C(t n — s)T(o -- 2n — s) 
10) À, = —— A MM 


= ` aud 
stT(o,--n—s)l(2;-- n — 5s)... V(x,--n— 5s) s 


50 


pourvu que f(x) soit, pour des valeurs suffisamment petites de x, définies 

par la série de puissances (5). La série (9) est uniformément convergente 
D 5 à "ES s MA ^ 

sur la circonférence et dans l'intérieur d'une courbe K(a 4- 0) quelconque. 


Quant au eas pq +1, un procédé analogue à celui qui nous a 
donné le théorème I du paragraphe LIII nous conduira à ce théorème 
analogue : 


II. Supposons p£q + 1, puis designons par R le rayon de convergence 
de la série de puissances (5), la série (9) dont les coefficients se détermi- 
nent à l'aide de la formule (10) est encore valable pour |x| < R et 
uniformément conver gente pour |x| LR — à. 


Nous avons encore à donner quelques exemples correspondants au 
théorème I qui est évidemment le plus intéressant. 


Exemple I. — Vosons pour abréger 


l(z4a-n)T(ó n) Bipa 
rosaa | JF(3 Hn, — ny. w); 
l(x)T(d+2n) n 


Ur) Ån 


nous aurons le développement 


n < 


(12) F(a, B, y. wr) 2» A, cz" F(x +n, $-- n, --an-c1, x), 


ESI 


oü la série correspondante est uniformément convergente sur la cir- 
conférence et à l'intérieur de la courbe K(2). 
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Exemple II. — Soit f(x) une transcendante entière; nous trouve- 
rons le méme champ de convergence uniforme que dans l'exemple I. 

Une comparaison des deux classes de séries de fonctions hypergéo- 
métriques généralisées et non dégénérées que nous venons d'étudier 
est bien intéressante, parce que cette petite modification des fonctions 
qui figurent dans les séries susdites transforme totalement le champ 
de convergence uniforme des séries en question. 


LV. — Séries de Ch. Neumann de fonctions cylindriques. 


Il est digne d'intérêt que toutes les séries connues de fonctions 
cylindriques qui représentent des fonctions analytiques sont des cas 
particuliers des séries de fonctions hypergéométriques généralisées 
que nous venons d'étudier. 

1? Posons dans la série 

ta» 


\ : 3 "wl (— 1) lae XY 
(1) Po) Yun. "prm 3. , 


s=0 


où il faut supposer, à cause des séries suivantes, que v ne soit pas égal 
à un négatif entier, 


, y r 
(2) Œ—=TaUYy, y= 7: 
1 


nous aurons 
- z — D D 
iv v)7*3* Jen izy ) — jn W : - 
(Uy ne à Pme vy aisi T(v-- n3 s 1)' 
1=0 
c'est-à-dire que nous avons à appliquer le théorème I du para- 
graphe LIII pour 
p-—o, (=t, Bi 9l. 
Transformons ensuite le développement ainsi obtenu à l'aide de 
la derniére formule (2); nous aurons la série de fonctions cylin- 
driques (*) 


M = © n = 


(3) E-(i)-G) DA (E) r2) 
n=0 ^ E. no Y 


(!) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, 8 1035; Leipzig, 1901. 
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où nous avons posé généralement 


=n 


Fiv- nms) 
) År = > I e mae Ans 


10 


— 
pes 


2° Séries neumanniennes de premiére espèce. — La transformation (2) 
donnera de même 


h^ — ae yat 
(iy) Pi yy) C7 o" Y ai 
Vy) Vy : | s! T(r+an+s+:1) 
L LU 


c'est-à-dire que nous avons à appliquer ici le théorème IT du para- 
graphe LIV pour 


Peo q —90, Q —Y -- 1j 


la dernière des transformations (2) donnera ensuite, si nous posons 
encore y + 1 au lieu de v, puis additionnons les deux formules ainsi 
obtenues, 


(5) Fal z E (2) | y (ut n) À,J**" (:x), 
3-0 t 3 n=0 


où nous avons posé pour abréger 


* Tí» + n — s) 
(6) A r 


£o 


La série (5) qui correspond à v — o est due à Ch. Neumann ('). 


Exemple IIl : Séries neumanniennes de seconde espèce. — La règle 
de multiplication due à Cauchy donnera immédiatement, en vertu 
de (1), 


s= 


J(a)J*(7) — V — TO +p+as+i) 3-1 Te 


s! Fiy +s +) TE (0 + s +1) (+ p +s+1) 


* 0 
ou, ce qui est la même chose, 


~ ELI. TE s )r( E es) 
\ 2 
(7) Pixie) = Y —! 
Le o 


SIT (v -- s 1)T(p-c s-- 1)F(v -- p+s+i) 


(1) Theorie der Besselschen Funktionen, p. 52; Leipzig, 1869. Poir mon Handbuch der 
Theorie der Zylinderfunktionen, Chap. XX; Leipzig, 1904. 
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posons ensuite 
(8) y——za, X - ir: 
nous aurons, en vertu de (7), 
(iy) tmm y Cy) 
diuo r(— + n + NE aas) 
2 | E y". 


(9) CY l 
yr s! Ton s r)FP(o -nts Topan)" 


s=0 


Cela posé, nous avons à appliquer le théorème IT du paragraphe LIV 
pour 


p + y O+YH+I 

p=, q =2, q, = ! , As = : E 
a 3 
B,— v» 1, B=p+1, (9 — p--v-r-1; 


une méthode analogue à celle appliquée dans l'exemple 2 donnera 
ensuite la série suivante: 


- m (VE ide Á o E 
o Xe(j-() ECL e) teste 
ao n=0 


où nous avons posé pour abréger 


$; r(£ +n —s) r( 


(1) A= YX y -- p 


fe Le) | L -n—as +1) 
2 j 


Hinata. —5- 1)r (e^ PTS 1) 
2 Len RAT 


Ants. 


La série (10) qui correspond à des valeurs entières des paramètres 
des fonctions cylindriques qui y figurent est due à Ch. Neumann ('). 

Par ce point de vue, l'analogie des méthodes pour déterminer les 
coefficients des deux séries (5) et (10), que j'ai indiquée dans mon 
Traité des fonctions cylindriques (?), est évidente, parce que ces deux 
espèces de séries se présentent comme des cas particuliers de la même 
classe de séries plus générales. 


(t) Mathematische Annalen, t. II, p. 192; t. III, p. 581-610. 
(2) Voir les Chapitres XX et XXI de mon Handbuch der Theorie der Zylinderfunk- 
tionen ; Leipzig, 1904. 


WwWw.rcin.org.pl 


CHAPITRE XIII. — FONCTIONS UYPERGÉOMÉTRIQUES GÉNÉRALISÉES. 179 


LVI. — Sur quelques séries de polynomes entiers. 


Pour déduire du théorème de Ch. Neumann une classe de séries de 
polvnomes entiers, nous avons à étudier la fonction hypergéométrique 
particulière 


aze lTíp--n je T) qa 


(1) fir) NM - 
dm (no) 


n—=0 


1541 
Q3 


qui ne posséde par conséquent que les deux points singuliers finis 
æ — + y. Les formules générales du paragraphe LIV donnent immé- 
diatement ces développements en série neumannienne 


LEE 


(2) f(x) —F(v) xx (Y+ 234) A,Cy) P*?^ (4), 


n=0 


où nous avons posé pour abréger 


t ints)! iip- na- 8 1) t 
Vr siT(v+an+s+i)  ymeneai 


ou, ce qui est évidemment la mème chose, 


e 


a! To - n +1) T I 
- F(n el, pde 1, 9-20 À =) 


(3) Aaly) — x 


VRE (v 22 i1)y?"* 


Quant à la série (2), supposons que y parcourt une certaine 
ellipse E(a); la série en question est uniformément convergente, 
pourvu que æ soit situé sur la circonférence ou à l'intérieur d'une 
ellipse E(a — 2) quelconque. 

Cela posé, remarquons que l'intégrale exlérienne de première espèce 
donnera, en vertu de la définition de la fonction ultrasphérique de 
première espèce, 


E 
1 


AVE 


| 2 Í Ptn (r coso )(sing)’? dz 
| (—10^F(»- n)t(o i 


F(s- n, —n, p +1, z!), 


"IOLIUES 
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tandis que nous aurons de méme 


(5) 7 Í f(x cos 9 )(sing)*? do = 
L] 
ces deux formules sont valables, pourvu que nous ayons 
: . i 
(6) Wp)-—- 
2 


Or, la méthode expliquée dans les paragraphes XV et XLVIII mon- 
trent que la formule déduite de (2) à l'aide des intégrales (4) et (5) 
est indépendante de la condition (6); de cette manière nous aurons le 
développement 


= 


(7) un = b. (—1)' (v+ 34) B,(Y*)F(v» + n, — n, p 1, xt), 


nu=0 


où nous avons posé pour abréger 


F(v» 4- n)T(p + n +1) 


(8) B,(v) = mr ama 
OT Pepin (s + an -ryt 


Fian+i,p+n+i1,+an +1, 


-l- 


LL 


et la série (7) est uniformément convergente, où l’est la série origi- 
nelle (2). 

Introduisons maintenant dans (7) y et yy au lieu de x et y respec- 
tivement; nous aurons cet autre développement 


"ce 


] 
(9) — (—1)*(» -- an)B,Cr)F(» + n, — n, p -- 1. £), 
rji 


r 


et la série ainsi obtenue est, comme nous l'avons vu dans le para- 
graphe IV, uniformément convergente, pourvu que y parcourt une 
certaine ellipse E, (a), tandis que x est situé sur la circonférence ou 
à l'intérieur d'une ellipse E, (a — à) quelconque. 

Cela posé, l'integrale de Cauchy donnera immédiatement le théo- 
réme suivant : 


|. Toute fonction f(x), analytique à l'intérieur d'une ellipse E, (a), 


WWW.rcin.org.pl 


CHAPITRE XIII. — FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES GÉNÉRALISÉES. 177 


est dans ce domaine développable en série de la forme 
nce 


(10) f(x) p» (—1Y (v»4-32)A,F(v-- n, —n, p +t, x), 


- 


uniformément convergente sur la circonférence et à l'interieur. d'une 


. + ^ s = i ; 
ellipse E,(a — ò) quelconque, tandis que le coefficient général A, se 
détermine à l'aide de l'intégrale curviligne 


JEU Yr 1° 
(1 1) An = asi J^ 3 )B, s Jar. 


` r D , s ^ à 
où E désigne la circonférence de E, (a — 5) parcourue dans le sens direct. 


Supposons maintenant que l'ellipse E, (a) soit entierement située à 
l'intérieur du cercle de convergence de la série de puissances 


(12) f(x) — a, dix ue au xm l.c rt +... 


qui représente la fonction donnée f(x) aux environs de l'origine; la 
formule (11) donnera immédiatement pour A, cette autre expression 


s-—- 
V(»--n n-+ s)IT(o-- n +s) 
(13) A: = MGR ND Toce reno det 
cx. ni (o 1) m s!T(v» -i- an 7 84-1) 


Remarquons en passant que la formule (1) du paragraphe XLV 
donnera, en vertu de (4), cet autre développement 


| F(p+n, Te +1, ax) 
LA 


(14) HE , RES > 
| : =D arr $,— n --8, 0 +1, x), 


où nous avons posé pour abréger 


FV(v-- n — s)Y (p -- 25 —5) 


(15) A (a) = 


E I EPI a ee F(o-- 232 —s5, =$, CH2 nmas 1, 2); 
sl(n—s)!TY(v--2n — 25) “ 


il est digne de remarque que ce coefficient général est indépendant 
du paramètre c. 
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CHAPITRE XIV, 


FORMULES D'ADDITION. 


LVII. — Équations aux dérivées partielles. 


Dans son Traité classique, Heine (') remarque que la propriété la 
plus essentielle des fonctions sphériques est à chercher dans la for- 
mule d'addition de ces fonctions. 

La raison de cette formule d'addition et de l'autre que nous ajoutons 
dans le dernier paragraphe de ce Chapitre est à chercher dans le fait 
curieux que la fonction métasphérique générale, prise d'un argument 
trés compliqué, satisfait à des équations aux dérivées partielles d'une 
forme trés simple. En premier lieu, considérons la fonction 


y — K“? (w), w= a --ryal!—rtwyb!—i, 


Le 


puis différentions deux fois et par rapport à « et par rapport à x; nous 
aurons 


dy _ ùy Vat—1: d'y a!—120'y ry —i1dy 
d» dx A c D 4 de ru "PN 
dy (25—1)V5!—1 dy 
ar iy T mere ae adoret aru 
dx D dz 


(1) Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, p. 312; Berlin, 1878. 
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ce qui donnera sans peine 


1— w = — 2 --( £? — 1) (6° — f). 
Appliquons ensuite l'équation de Legendre obtenue pour K? (w), 


„n dy v xy 
(1) (1 — e^) TA. —U +av)o 7 i plp -- av)y =0; 


les formules différentielles que nous venons de développer donnent 
immédiatement pour y = K'?(w) cette équation aux dérivées par- 


tielles 
dy . 
| = dz 


| 1 d'y dr 
| r — 2Y 


(2) 


L'analogie entre les deux parties du premier membre de (2) et les 
premiers membres des équations de Legendre obtenues pour 


' 
PEN Y= IP A 
Kelta) K (s), 


respectivement saute aux yeux. 
Il est bien curieux, ce me semble, qu'une étude directe du cas par- 


ticulier B = x nous conduira à des résultats analogues aux précédents. 
En effet, posons 


y — K^?t(m), w= at--a(:— 23); 


nous aurons les formules différentielles 


dy — : dy gue + 031) dy 
dz UE xr “a da? MEME) d Haut) 
dy — ae d'y | ss 
is Uu lat dp METTE 


ce qui donnera, en vertu de (1), cette équation aux dérivées par- 
telles 
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car nous aurons ici 
1—0 — (1— a*)(r— x*)[124- 2 + à*(1— 2)]. 
La partie du premier membre de (3) qui contient les dérivées prises 
par rapport à æ est semblable au premier membre de l'équation de 
Legendre obtenue pour K"*(z), tandis que la partie contenant les 


dérivées prises par rapport à est intimement liée au premier membre 
de l'équation de Gauss : 


^ dt E dy 3 : 
(4) x(1— 2a) uz + [y — (2+6 + el — apy = 0, y = F(a, B, y, +). 


En effet, posons dans (4) 


a-—g]—p, 3 -—9p--9c-F-2», ]723»--26c--1, X45 41 y: 


nous aurons pour la fonction 
y-—F(ce—p, p+ 2-29, 2»-F 2c +1, x) 
l'équation différentielle suivante : 


4 


E : .d d . 
(5) z(r— x) FA e (29 a8 4 1) — x) 2 + (p — e) +g+a1)y — o. 


Introduisons maintenant dans (5), comme variable indépendante, 
la fonction 


&) —1-— zx, 


puis appliquons les formules de transformation 


dy _ 1 dy dy à» dy t dy 


do ax dx! do hæ? dr? 4 a dx”? 
il en résulte sans peine pour la fonction 
yc—F(e—p,pc2--292v-F-22-2- 1, 1— 71) 


cette équation diflérentielle linéaire 


ay 


: , dy - ; 7. : 
(6) z(1—*) dit -[1 4- (Av + 4o +1 )z*] : +ir(s + c)i6p-r-c-2-29)y—0. 


Cela posé, mettons enfin dans (5) 


y=(1- 2) 83: 
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un simple calcul donnera finalement, pour la fonction 
(7) 2 —=(1— 2t) Fo — p, p +9 + 2%, 32-- a3 -- 1, 1 — x*), 
l'équation différentielle suivante : 


"5 : «as Fe dz Lr ,— Ac(e-- 29) 
(8) aie) -—[! Hi Lau Ea ire ap(p-i- 2v) — = | #5 =0. 


Remarquons encore que nous aurons, en vertu du paragraphe IN, 
comme seconde intégrale particulière de (8), la fonction 


(9) (1— 2*)7-?-"F(—c—5 — 2%, p — e, 1 —2%— 27, 1— 41), 


généralement indépendante de (7). 


LVIII. — Première formule d'addition. 


Étudions maintenant la fonction ultrasphérique 


EE) 
Itin 


(1) Mq (a8 + c /at —1/B1—1); 


nous aurons toujours une identité de la forme 
^ : 1 5 n 
(2) I (> + ;)" . "(a+ x Va —1V6—1)=T() p Atna, B) Pir), 
où les coefficients AY” (x, 8) sont symétriques par rapport aux deux 
variables « et B, savoir 


(3) Ana, B)— AY" (B; a). 


Pour déterminer maintenant les coefficients A,, différentions par 
rapport à æ les deux membres de l'identité (2); nous aurons, en vertu 
de la formule différentielle (10) du paragraphe NXI, 


—=— 1; 3 3X. 4 ni, o — o v 
Va VE (> + =) à (aĝ + sya — i ya 1) 
$—n—1 


—TY(v-- 1) b AYA (a) Pt (an), 


s=0 
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d'ou, en mettant dans (2) v + r au lieu de v et n — 1 au lieu de z, la 
formule récursive 


Ana, B= Var VB — 1 M*j^7'(a. 8), 


ce qui donnera immédiatement 


(4) A?^ (a, B)=(x— I F(E — 1 gRAvern- (a, B) 


de sorte qu'il ne nous reste plus qu'à déterminer le seul coeffi- 
cient Az" (a, B). 

A cet effet, appliquons l'équation aux dérivées partielles (2) du 
paragraphe LVII, pour o — 2, n étant un entier non négatif, puis 
remarquons l'identité 


(1— x*)DP**(iz)—(1-- 2») rz D, Pr) — — ss + 27) Pr): 
nous aurons pour la détermination de AX” (x, 8) cette équation aux 
dérivées partielles, 


., d'A, , 9A, i . s(s+2%) 
|) — —(2a--295) — + [nin aa) — ———— |A,—0, 
dat dz 1— a 


d'oü, en vertu de l'équation différentielle des fonctions adjointes (7) 
du paragraphe XXII, 


" Y cim 


L] 
(5) Ana, B)— a;^P, 3" (a)P; * (8), 
où les coefficients a?" sont indépendants et de x et de B. 


Cela posé, mettons dans (2)a = 8 = 1; nous aurons, en vertu de (4), 


1 


f -—" m I 
(v+ i) z GJ=r Palp 3 TIPS 


d’où immédiatement 
^ m 
p: ( de E deas Jvatetts T 
2 


= / 
a; = = + 


ntiT(n-- 22 -r 1) Vx 


de sorte que la formule récursive (4) donnera la formule générale 


PE "f 1 
amem (ye s) (y + n +2) 


WA I 
quu = 


(n—s)!T(2»--n--s--1) V 
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d'où finalement le développement cherché 


€ 
[p 


"(a8 + a Va — yF) 


rr (> + ni + 2) gtrtinst 


6 IY — 
(92 | (v )vz 


L I 
ul 9-58 Fc." LES TT. D - 
x * NU — P, * (9P; * (P(r), 
(n —s)IT(2v- n-- 82-1) : 
s=0 


dont le cas v = o est du à Laplace (*) et Legendre (?). 

Nous avons à étudier séparément les cas particuliers suivants de la 
formule d'addition (6) : 

1° p = 1, & = 0089, b = cos}; nous aurons 


1 
ILLI 
P ? [cos(o + $)] 


Rr. VI :\ ^ 
OL n a A javetesd 
2, 


«. / 1 
(7) | Pontivy 
4? (ay) J- — T 
(+) 
EL | i i 
x (9 -- S)T(s a- as TTA. .n**2M, 

SE — L Pi'i" (eos) P) 1" (cosy), 
- sin — s)! F(2» -+ n - s 1) 
bi o 


d'où pour v = o 


E + 2, -,P; (cosg)? (cosy) 

8 "LC eos(o + $)] —[1.3.5... (an — 1 DIL tos 

(8) P^[cos(o 4- y)] —[1.3.5. ..( )] CRUE RET S 
EA] 


où nous avons posé pour abréger e, = 1, mats €, — 2, pour p? 1. 
2° L'hypothèse x = o donnera la formule singulière 


r pv n 2pm 


r ( y-+ =) yr 
T Y : 


ry 

C " a 1 i 
a — Y (» + 25)F(v +8) DÉSIR WIS 
ois ur LI Lus HET : (x)P, a (5). 
ai s! (n — s)! V (29 -i- n 4-8 -- 1) 
5-0 


(1) Mémoires de l’Académie de Paris, 1582. (La formule de Laplace est fausse.) 
(?) Mémoires de l’Académie de Paris, 1589. 
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3° Considérons un triangle sphérique ayant les côtés a, b, c et les 
angles opposés A, B, C; nous aurons 


(10) cosc = cos a cosb + sina sin b cosC, 
d’où, en posant dans (6) æ = cosa, B = cosb, x = — cosC, 
"PU. n 
P * (cosc) 

SI 1 3 

I SE +n+ Lares HI 
Di TA a RONS 

I (^ - E K 
o (—1Y (»4- s) TL L 


tte." 
, » 2 H : » 1 tone hi DPD io id" 
M oum ap Ys | (cosa) (cos b)I cos €) 
ins)! Ll (29-62-8271) £ 7 \ de 
:=0 


. 1 
ce qui donnera pour Y = = 


s=n 
TT sin(n-- 1€ L ypa SE (25 + op " (cosa) P? anu 


sinc (n — s)l (n a- s 2 1)! 
= 


P* (cos €). 


e Multiplions par 8^" les deux membres de (6), puis faisons 
eroitre au delà de toute limite la valeur absolue de 8; nous aurons 
pour » = o, x = cos», la formule classique (6) du paragraphe NLVI. 

Considérons encore la fonction métasphérique générale 


(13) y-K ?" (284. -rya y6 Gsi), 


où « et $ sont des quantités finies telles que le produit «3 n'est pas 
égal à Æ r, tandis que nous supposons encore 


(14) LEE |\vVæ— VE |; 


il saute aux yeux que ces conditions sont remplies si x et B sont des 
quantités réelles et différentes telles que a? 7 1 et P 7 1. 

Cela pose, il est possible de déterminer une ellipse E(a), telle que 
la fonction (13), considérée comme fonction de x, est analytique à 
l'intérieur de E(a), ce qui donnera une série neumanienne de la 
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forme 
1 : | s= e 
(15) Aii a (a3 + a yat — iyt — r) =F (4) A Aro (a, B)DY*(2a). 


LU 


Les formules de ce genre sont étudiées par Gegenbauer (*). 


LIX. — Autres applications des séries neumaniennes. 


Soit n un positif entier; les formules étudiées dans le para- 
graphe XLVI donnent particulièrement ectte autre 


à s=n T- S as e 
| (a8 -- x [313 — | VE — nr Y rg 


— s)IT (v 4- s) (228) 


(1) | 16 
./s—n $--1—n !—1 Gti 
| F| met Pacte 2 ) Prce), 
TE 2 at p? 
d'où, en posant x = — cosC, « = cosa, B= cosb, pour le triangle 


sphérique mentionné au paragraphe LVIIT, 3°, 
(cosc)" =n l lV(v»)(cosa cosh) Y langa tangb)' 
(a) | Do Es "be 4m— (n — s)! E (v+ s)2* 
$0 


./$—n s$--1—n ) à r 
| xF ( p Y 3e ra tanga tang? b ) P^*(cosC). 


Posons dans (2) v = o, y = 1; nous aurons respectivement 


| (cosc}" = (cosa cosb)" V al tanga tang y) 
(3) Ae rae s 


1=0 


,/$—n s+1—n y R 
| x F( a —— i e tang*e tang? d cos(sC), 


£a 
m | (cosc)" — (cosa cos) Y (7) meet y 


:=0 
./$—n s+in \sin(s + 1)C 
| x "( , y *x4- 2, lang! a tangi) ern; 
j Ei » 


dans (3) il faut poser £, — 1, £, = 2 pour pZ 1. 


(1) Comptes rendus de l’Académie impériale de Vienne, t. C, 1891. 
N, 
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Combinons maintenant les deux formules (1) et (6) du para- 
graphe EVHI en introduisant dans la formule (15) du para- 
graphe XXXIII, savoir : 


IA 
DE 


1x P ` — 2$ 
T n nlT(v) "y yn à Pun=tr(ns), 


sIT(s+n—s+1) 


l'argument compliqué 


, 
= 1 


m= a5 + cya? — 1 WE i, 


puis développons, en vertu de (6) du paragraphe LVIII, toutes les 
fonctions P=" (w); nous aurons en égalant les coefficients de P (æ) 
qui figurent dans cette formule et dans (1), si nous posons encore 


1 . . 
v au lieu de v, la formule curieuse 


| emi Ud ELE) 


p n "M (a) pr n "t ($). 


" DRE (v -- n —2s)(n— 2s)! 
= gs s1T(» + n — s) l (2v -i- n — 5) 
1 s=0 
d’où, pour 8 = x = x un développement particulier en série de carrés 
des fonctions ultrasphériques. 
Posons ensuite v = o, x = cos, B = cosi; nous aurons 


/ n Iicn 1 s si. 
| (2 cosg cosy)” F ( — —) » 3> lang? g tang +) 
2 2 ; 


(6) i æ 
^3 n 
| = «(A )eostn — asho costu — 254, 


s =0 


où il faut admettre comme ordinairement &, — 1, mais e, = 2, p7 1. 
L'hypothése » — 1 donnera de méme 


n 1—n 3 \ 
(2 coso cosy)” F (- Diac EA lang? tang*d ) 
EL. 
(7) | si 3 : 
=Y n! sin(n — 2s +1 )ọ sin(a — 25s +1) 
+ sl(a—s+1)l sing sin 
s=0 


Inversement, déduisons à l'aide de (1) et de la définition de la fonc- 
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tion ultrasphérique la formule d'addition (6) du paragraphe LVIN 


nous aurons 


Fizy) ivan! 1 LE 
T e "y prn (a) prn (Ê) 


(— 1) r(» TM pen s)(2aB)"-* 


(8) ER 
EJ s!(n— as)! 


5 0 
* 


a5—15 


ENG JE Tmf 1 
xF $»---5 3 
2 1 ZX 


d'où pour 5 —« = x un Tnm curieux du carré d'une fonc- 


tion ultrasphérique. 
Posons encore dans (8) » — o, x = cosg, B = cosi; nous aurons 


2 
= cos(ng)cos(n®) 
1 


(9) | y yc E (2 coso cosy)" *' 
LE P == 
2=0 


^ esten 28+i— HN 1! tan ib | 
p v —) =» lang? o ig? yy. 
\ 2 2 q 1 Tj 


andis que les hypothèses v = r, x = cos, B = cos} donnent la for- 
mule analogue 
sin(a 4-1)2sin(n 4-1) 


sin sin 


cn 


10 l me NS actae, PERS PR NS 
(10) =% (-—1) ( à ) z coss cosy)” 
5 LU 
fas—n a$--1— n 3 r 
x F| = : Pn TOLL 3’ tang*z tang*4 . 
LX. — Seconde formule d'addition. 


L'équation aux dérivées partielles (3) du paragraphe LVII nous 
conduit naturellement à étudier un développement de la forme 


AEn 


(1) p*"[2*4- (1 — ate] = Ÿ Aya Pona), 
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où les coefficients A, désignent des polynomes entiers de x; la for- 
mule (1) est valable pour des valeurs finies quelconques de x et de æ. 
Pour déterminer maintenant les polynomes inconnues Aj"(a), 
différentions par rapport à x la formule (1); nous aurons 
2=n—1 
(1— at) P*esn-![2* 4- (1 21) x] = z Ay” (a) Petice), 
LE] 
d'où, en posant dans (1) v + 1 au lieu de v et z -- 1 au lieu de n, la 
formule récursive 
(2) Aj^(a)—(1— At (a) — (1 — ay Apt (a), 
de sorte qu'il ne nous reste plus qu'à déterminer la seule fonc- 
tion A?" (a). 
A cet effet, appliquons l'équation aux dérivées partielles (3) du 
paragraphe LVII; nous aurons pour Aj"(«)— A, celte équation 
linéaire, 


7 Map t dA, — EINEN dA, P. + áss + 25) = 
a(r—a ) dv Li + (49 + 1)« p + |n(n+av) — T^ aÀ,-—0, 
d'où, en vertu du paragraphe LVII, (7), 

(3)  Ai"(a)-—aj"(1—mxyYF(s—^n,n-r$--29,2» -2-25-2- 1,1 — à3), 


où a” est indépendant de z. 
Cela posé, mettons dans (1) x — 1; nous aurons immédiatement 


A^ (1) — P»^(1) — E az, 
d'ou finalement la formule cherchée (') 
P*^[ata-(1— a*)x] 
e | eX 
x F(s — n, R+S H2, 2+2 4-1, 1 — x! ) P^ (ir). 


Posons dans (4) x =1, 8 = 1 — 2°; il en résulte 


s=n 
| Lín + 29) Eea T(n -r s 3- 3»)T (s 4- 2v) 3, 
(3) { n! -— 5$! (n —s)! T(as+ 2v) 3 
s=0 
| x F(s—n, n 4-s-4-29»,29-- 25 2- 1, B), 


(1!) Foir mon Mémoire inséré dans les Annales de l'École Normale, 3° série, t. XXV. 
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tandis que l'hypothèse x — o donnera, si nous posons ensuite x? =1—x, 


e" 


s 
(6) | TS e DT On + asd av) T(s--v) ,., 
| Pt 2) > sa — s)T(%)T(4s + 2v) z 
=0 
| xX F(2s— n, 25+ n+ 27 23» -- 4s — 1, a). 


Etudions maintenant le triangle sphérique isoscele ayant les côtés c, 
a, a et les angles opposés C, A, A; nous aurons 


(7) cosc = costa +- costa cos C, 


d'où, en vertu de (4) en y posant « = cosa, x = cosC, 


" 
~a Fí(n--f£2») ,. z 
N l — (sin a)" 


| Pe» (cosc) = 
s 


(8) dmi (n — $)! (25 +29) 
9 
| x F(s— n, s4 n + 29,29 + 25 + 1, Ssin* a) P**(cosC), 
* J 
ce qui donnera pour v = - 
2 
pen 
neis) 
, P^(cosc = 2 (sina )** 
(9) | recla. as Jí 
| T 
x F(s-—2n,s--n--1,25$-2-2, sin* a) P*(cosC). 
tandis que les hypothèses v — o, v — 1 donnent respectivement 
5 LL ” 
0s ; --$—1). ^ 
ca (nc) = gn - p (sina)™ 
(10) | n (n -5)!(25)! ` 
zo 


x F(s — n, s n4 1, 2$ 1, sinta)cos(sC), 


| 0 " 
sinl a --t()c m fnit, 
—€—M— A (sina )'* 
sinc 25 --1 : 
(arr) 1=0 


sin(s+1)C, 


x Fís—^n, s +4 n + 2, 25 4 3, sin'a £r 
À : ~ } sinC  ' 


la formule (10), où il faut admettre comme ordinairement e, = r, mais 
généralement e, = 2, pZ 1, est due à Stieltjes ( *). 


1) Journal de Math., 4° série, t. V, 1889, p. 55-65. 
) 
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Quant à la fonction métasphérique générale, où n'est égal nià +1, 
nra ie 
(12) K*?[z'--r(r— 2]. 
elle a toujours dans x — 1 un point singulier, de sorte que la série de 
fonctions P™ (æ) correspondante ne devienne aucune série neuma- 
nienne. En effet, la série en question n'est convergente que dans la 


partie de l'axe des nombres réels qui est située entre — 1 et — 1, 
pourvu que la série susdite soit convergente. 


— — 
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QUATRIÈME PARTIE. 


INTÉGRALES DÉFINIES. 


CHAPITRE XV. 


GÉNÉRALISATIONS DES INTÉGRALES CLASSIQUES. 


LXI. — Intégrales de Laplace et Jacobi et formules analogues. 


Supposons |æ| <1; une méthode analogue à celle appliquée dans le 
paragraphe XII donnera la formule intégrale 


1 ^ 25 ” 
ru a (r— t)ertott [OA 6-291 o 
{1} / = di = w(- , DEM). rtl, xt |, 
\ 2 . 


454 2 
(1 — xt) US. 


oit nous avons posé pour abréger 
(a) a Npp ay) Vr 
APT (y «- p + 1) r( "p 


j= 
— 


tandis qu’il faut admettre 
(3) Up) > —1, U(s +2») 2 0. 


Mettons ensuite, dans (1), 1 : xau lieu de æ et 1 : ¿au lieu de z; il 
en résulte pour la fonction métasphérique générale cette représenta- 
tion intégrale 


1 
?5 FTU ELE Y > ye 
yu Ute —Fu-cgaeruc | — — eni 


valable sous les conditions (2) et pourvu que |+| > 1. 
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Or, il saute aux veux que la formule (4) nous donne le prolonge- 
ment analytique, dans toutes les parties du plan des x, où l'intégrale 
qui y figure représente une fonction analytique de l'argument x, d'où 
le théorème suivant : 


I. Supposons remplies les conditions (3); l'intégrale (4) nous definit 
la fonction Q pour tous les x situés à l'extérieur d'une ellipse E(6) 
quelconque et tels que |æ| SG. 


Supposons x réel et — 1 « x « +1; l'intégrale (4) a un sens, 
pourvu que nous ayons en outre 


LIO 49») = 
tandis que les hypothèses x = = 1 exigent la condition 


w»)« z- 


Le cas particulier o = o donnera, si nous posons dans (4) tz ==, 


/ aiai Iz 
(5) Qt (x) z 2" T(»-- 2) / ——Ó N(v)7 0, 


où le chemin d'intégration ne doit ni passer, ni entourer aucun des 
points z — +1. 

Une autre formule intégrale analogue à (4) peut étre obtenue à 
l'aide des formules 
f (cosg) t (sing) -t dy = o, 


D 


- r(» + -) r(b) 


(cosg) (sine de = —— —————— ; 
v I ( b+n+ z) 


où n désigne un entier non négatif, tandis qu’il faut admettre positive 


la partie réelle de b. 
En effet, supposons |x| < 1; nous aurons immédiatement de cette 


manière 
, n^ : ; /zT(b) ,/1—a —a 1 zn 
(6) | (1 + x cos)" (sing )'^-! de UN FÍ m beer), 
: : : T 1 \ 2 2 2 
ae l[a-- | 
n 2} 


WWwW.rcin.org.pl 


CHAPITRE XV. — GÉNÉRALISATIONS DES INTÉGRALES CLASSIQUES. 193 


d'où, en posant ensuite 1 : x au lieu de z, la formule intégrale élé- 
gante 


5 M ^ 
"" — (sing)te*tv ar (ve p z) 
(7) / 2 Ming) 


de = — 


Mera (x), 


vel 
(+ æcosg) ? 


ò 


où il faut admettre par conséquent |x| > 1 et 
1 
(8) Wp+v)2>— >; 
c’est-à-dire que nous avons démontré le théorème suivant : 


IL. Supposons remplie la condition (8); la formule (7) nous définit 
la fonction Q? (x) pour tous les ac situés à l'extérieur d'une ellipse E() 
quelconque et tels que |x| G. 


Supposons x réel et — 1 «x < +1; l'intégrale (7) a un sens, 
pourvu que nous ayons en outre 


a 


u|» + E) «4 1, 


tandis que les hypothèses x = zt r exigent la condition ultérieure 
up |> — I. 


La formule (6) nous permet de représenter comme intégrale définie 
la fonction A*?(x) de Gegenbauer définie dans le paragraphe XXIX, 
savoir 
VaPtv)æp F =p; e, 3 y r*'— AY 


r | Vaf :) 


APP (an) = 


1 à 2 5 J 


nous aurons immédiatement 


(9) A'P(æ) = (x + cosp Va — 1 )* (sin g)'"-! ds, 
où il faut admettre 31(v) > o; la formule (9) est valable dans le 
domaine A, défini dans le paragraphe XXVIII. Quant à l'intégrale en 
question, elle représente, dans les autres domaines définis dans le 
paragraphe XXVIII, des fonctions différentes. 
L'identité 
AMPLI m AMEN Cae 
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démontrée dans le paragraphe XXIX, donnera, en vertu de (9), cette 
identité intégrale 


AT | : | 3 
(10) | Cr + cos 9 V.r* — 1 y sin g)*"-! dg = j: — le TA 
i: " (T + cose yr? —Ó y 


Supposons p — n, n étant un entier non négatif; nous aurons 


(T(v»)n! 21% 1 


(11) AY? (x)= Mas 


p (x ) 


d'où, en vertu de (10), deux expressions intégrales pour la fonction 

AD . . I . E o 
ultrasphérique, dont le cas particulier v = > appartient respecti 
vement à Laplace (') et à Jacobi (?). 


XII. — L'intégrale de Heine. 


La formule paragraphe XXIV, (6), 


/zT + n [priv 
QM (aj IR RT (p + av)ér fp tav e, p 4- v -- 1, £*), 


a!-* (v a- p +1) 


où il faut ad mettre 


Ex tys, HE 


donnera immédiatement, en vertu du paragraphe XII, 


zr yipo P! uu. p 
(1) Q**? (.r) - Eip t 2x) | ES du 


a -" T (v)T (p + 1). ^ (1 —Eu)pv , 


oü il faut supposer 
W(v)-0o, W(p)— — t1. 

Le cas particulier 2 — + 1, qui correspond à x = + 1, exige encore 

les conditions 
I 
ui ape 
wa 
Posons maintenant dans (1) 


CET 1 + u 2 du 2 
HI s; P" 


mm TEAM um de ^ (v4 1)" 


(1) Mécanique céleste, t. V. Livre II, Chap. Il. 
(3) Journal de Crelle, t. XXVI, 1843, p. 81; OEuvres, t. VI, p. 148. 
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il en résulte 


(a)  Qvt(z)— VzT (p + av)(a£ye* T (fe iret y 


riv) (p +1) [v+ — £(v— Jet V, 


LT 


ce qui nous conduira à poser 


-— ( ) chu 
L —(1(8"*-r-£ — C , 
|’ M 

di 


1 i 
—— —-(e*—e-")—shu. 
du E - 


Cela posé, nous aurons immédiatement, en vertu de (2), 


: T \ zl(p 4-29) f" (sh u)**-! du 
3 VOX) = r——ÉÀ———— . Em LA 
o) Q^ Vo)T(oo 1). : Gr + chu yat — i y" 


il saute aux yeux que, dans le cas où æ est supposé réel et |x| > 1, « et 
yx — 1 doivent être de signes opposés. 


P ] . mu 
Posons dans (3) v — 2 il en résulte la formule élégante 


a% 


du 


LU 
(4) QU) T UOT = mà =" | 
Cr + chu pari y 


v5 


dont le cas particulier p +- 1 égal à un positif entier appartient à 
Heine (*), tandis que Gegenbauer ( ?*) a indiqué la généralisation immé- 
diate (3). 


LXIII. — Les intégrales de Dirichlet. 


Dans le paragraphe XXXII, nous avons démontré que la série infinie 


(1) ILL ear = Y P^ (cosb)ent, 


2"(cos® — cosb)" 


où 9 et 0 désignent des angles réels, est uniformément convergente et 
par rapport à 0 et par rapport à ọ, pourvu que Ry) < — r. i 


(1!) Handbuch, t. I, p. 132; Berlin, 1878. 
(*) Comptes rendus de l’Académie impériale de Vienne, V. C, 18g1. 
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Supposons maintenant tout d'abord v réel et v < — 1, puis mettons 


Fe? 2" (cosg — cos)" - Ru (2) 4- 6h), 
où R, (9) et I, (9) sont des fonctions réelles de la variable réelle o, 


puis supposons o < 0 < z; nous aurons évidemment pour o5 920: 


COS 3 sin» 
3 — AMI... MT RON a 
(3) Ro) 2"(coss — cos)" hn) (cosp — cos)" 


Dans l'intervalle 0 55 5 nous aurons au contraire des expressions 
de la forme 


(4) Re) = cos y[ 9 + (2 p + ox] je) — siny[ 9g + (2p 1) : 


2*(cos6— cosg)” 2*(cos 6 — coso)” 


où p désigne un nombre entier. Or la formule (1) donnera 


Jy(x) = 0, 
de sorte qu ‘il faut admettre, dans (4), p = — 1, ce qui donnera pour 
ETELE 
5) EE cosy( g — R) niss sinv(o — x) à 
( Me a'(cos0 — cos o)" Sp 2” (cos — cosg)" 


Cela posé, remarquons que les identités (1) et (2) donnent les déve- 
loppements suivants : 


n - - 
» C" ^ " p ^ a 
R, (ọ)= Y pv^(cosó cos ne, L(o)= P*^"(cos6)sinn9, 
— | sax 
PET] 


séries qui sont uniformément convergentes toutes les deux; nous 
aurons pour n7? 1 


z D 
(6) Z P^(cosf) — f R,(9)cosng do = f Jy(ẹ)sinno de, 
ba 


vo 


et pour x = o 


(7) 


PEE 


=f R, (9) do. 
0 


Introduisons maintenant dans (6) les expressions (3) et (5), puis 
remarquons que les intégrales définies qui figurent dans (6) sont des 
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fonctions analytiques de v, pourvu que 43v) « 1 et |v| 3 G, nous aurons 
la proposition suivante : 


l. Supposons (v)Z1 — 9 et |v| £G; nous aurons les représentations 
intégrales, oto <0 <T, 


n? sno ^" cosv(o — m) cos 
(8) T pva (a80) = l cosvo cos 9 do | cosy(o — x) cos ng do 
2 a'(cosg — cosh) Jy 


» 2' (cos — cosg)” 


^! sinyo si  sny(o—m)sina 
mu P»^(cos5) — f sin vo sin ng do +] sinv(o r)sinng dg 


2'(cosgo — cos5)* 2*(cosÿ— cosg)” 


LEE 


et où n désigne un positif entier. 


. om 1 « . 
Supposons particulièrement v — -; les formules ainsi obtenues 


2 
appartiennent à Dirichlet (' ). 
Ajoutons, puis soustrayons les deux formules (8) et (9); nous 
aurons respectivement 


(10) a5 i cos(y — n)s do hi EEE TI à 
- 7 J, (cosg — cost)" A a“ (cosi — cosg)” ? 
H 


n xs d NE — 
(11 z P*"(cosf)— | Cos(v + n) do Í cos (vg — »r + n 2) do . 


J, (cos — cos) 2Y (cos — cosg)” ? 


. . . I 
mettons ensuite dans (10) n + 1 au lieu de n, puis posons v = ;; 


nous aurons en ajoutant, puis en soustrayant les deux formules ainsi 
obtenues de (10) et (11), 


(12) - P^(cos0) = [nee Fi) ? d» zl sin(n i 1)® do E 
j a 5 O nt RE LR A 
Ó 


Va(cosg—cos2) - V2(c0s8 — coso) 


c'est-à-dire les formules de Mehler (?). 


(!) Journal de Crelle, t. XVII, 1837, p. 41; Werke, t. I, p. 291; HEINE, Handbuch der 
Kugelfunktionen, V. 1, 1878, p. 84. 


(*) Mathematische Annalen, t. V, 1872, p. 141; Heine, Handbuch, t. Y, p. 44. 


WWwW.rcin.org.pl 


198 QUATRIÈME PARTIE. —  INTÉGRALES DÉFINIES. 


CHAPITRE XVI. 


APPLICATIONS DES SÉRIES DE CHARLES NEUMANN. 


LIV. — Expressions intégrales des coefficients. 


La seule expression générale des coefficients d'une série neuma- 
nienne, donnée dans le paragraphe XLIV, savoir l'intégrale curvi- 
ligne (4), est assez compliquée pour les applications. Le théorème 
suivant donne des expressions beaucoup plus simples : 


I. Soit la série des fonctions ultrasphériques 


(1) f(x) —T(v) Doe + n) A, P (a7), 


uniformément convergente dans l'intervalle — 15a 5 + 1, soit encore 
; I d p" ; B 
u> i le coefficient général de (1) se détermine comme suit : 


1 t 
f[{æ)Pre(x)(1— 2) dx. 


+ 


nla%-1T(y) f 
zl(n-4-2v). 


(2) A, 


En effet, multiplions par 
1 


p» (2)(1— at ) 
les deux membres de (1); la série ainsi obtenue peut étre intégrée 
terme à terme, par rapport à z de x = — 1 àa = +1, et la formule 
intégrale (9) du paragraphe XXXIII nous conduira au but : appliquons 
ensuite la formule (6) du méme paragraphe; nous aurons particuliè- 
rement : 


II. Soit la série (1) une série neumanienne; le coefficient général À, 
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se determine à l'aide de l'intégrale 


3 À | geni (un) f* Aid PAZ My 
(23) Ma. = scri e EA (æ)(1— r*) er. 

Pour donner une autre application de la formule intégrale (9) du 
paragraphe XXXIII, revenons à la fonction 


z (av 4-as)s 
pre t yiz - P= (xP Y), 
! ! l'(av-4- n) i» (y) 
Fn 
étudiée dans le paragraphe XXXVII et pour laquelle nous avons donné 
l'expression 
do(r p) LS LIN rtt) Prey) — Ponte) Pres 
Fin + 2v) Æ—Y 


nous aurons le théorème suivant : 


Il. Soit la série (1) uniformément convergente dans l'intervalle 
— 1£x£ +1; la somme de ses n +1 premiers termes se présente sous 
forme d'une intégrale définie, comme suit : 
IZR 
VF 
(4) Y (9 4- $) A, P^* (x) — 


4 =0 


.* 


DES LIT ! Kid 
50 f roy y) m 3 dy, 


1 


Yt Ves Lu 
où il faut admettre naturellement VM ») > — 


Désignons par /(æ) un polynome entier du degré n par rapport à æ; 
la formule (4) donnera particuliérement 


fV —' T'1 f .. vti "v 
amc T*(v) | fiy) Cr, vtr — y!) dr. 


- 
i 


(5) flr) 


Vt 


. . I D . ] 
Le cas particulier y = - des formules(4) et (5) qui se présente sous 


forme trés élégante est dù à Legendre, mais étudié aussi par G. Bauer(*) 


et Christoffel (?). 


Pour donner une application intéressante du théorème 1, considé- 


(*) Comptes rendus de l’Académie royale de Munich, 187 


5. 
LA 
(2) Journal de Crelle, t. LV, 1858, p. 61-82. 
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rons la série neumanienne 
mm 

(6) fax) — V(v) Ÿ (9 - s) A” (a) P (n); 
£—0 


nous aurons 


ata! (v) f'** 


1 
a phn y ( -— | MC 9 
nl(n4-2v)J , VOIE La EE aen ies 


(7) A""(a) = 


Posons ensuite 


fiaBe)=T(p) X (p +s) AP (a) PaB), 
sazo 


puis remarquons que le développement (1) du paragraphe XLV pour 
la fonction P*^(xa) donnera, en vertu de (7), cette formule intégrale 


Fio+n—s, —5,9»-- 2n — 25 -- 1, x?) 


l(p--n—s)z*-* 
| a — 9T + — 25) 
j 


(8 


++i 


— YT ? v 1 
| Ce Per(iæ)Prr-#(æ)(1— 2) dt; 


— anin + 2v) 


y 


nous aurons la proposition suivante : 


IV. Les coefficients de la série neumanienne (6) admettent le develop- 
pement 


n d 


(9) AP" (aĝ) -= (— 1) (p4 n 4- 25) BaB AN (x), 


T{ọ + n + 1) 


s=û 
où nous avons posé pour abréger 


T(v --n--5).. 


(10) B,(8)— C EC M mus F(v»--n- 5, —5,p-rn-r-1, Ê); 


la formule (9) est valable quelle que soit la fonction analytique f(x). 


LXV. — Applications aux séries particuliéres. 


Il saute aux yeux que les formules intégrales (2) et (3) du para- 
graphe précédent nous permettent de déduire d'une série neuma- 
nienne, dont les coefficients sont connus, deux intégrales définies 
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correspondantes. Nous avons ici à mentionner quelques intégrales de 
ce genre : 


1? La formule (4) du paragraphe XXXII donnera pour @(y) > — 2: 


2%=1(y + n)[T(v)]!n! f^ P*^(coso)(sing)?* 


= do: 
nl(n + 2%) (1—axcoss +at)" T 


(1) E- a — 
“o 

2° Le développement de e** donné dans le paragraphe NLIV nous 
conduira de méme à la formule 


a1 T(v)a! 


"» LB LT AT RS 
p car Tin + 27) 


j a^ E] ll r x 
( =) f ctos? Phu ( c085)( sin 2)!" de, 
“o 


d’où pour z = o, après une légère modification, 
(3) J'(x) — -— —-- Í cos(æ cos 2) (sin 2 )* d, 


qui est, pour v égal à un entier non négatif, précisément la formule 
célèbre de Bessel ('); 

3° Appliquons la formule (5) du paragraphe LXVI qui joue un rôle 
fondamental dans les séries de François Neumann; nous aurons de 
méme pour la fonction métasphérique générale la représentation inté- 
grale suivante : 


+i 


" TT 
f P**e^(y)(1—yt) 1 P 


n 1T io +) 
Vrl(o+av+n)/, (x — y)" na 


(4$) — Qv^(z)— 


` L > , à a » 
d'où pour v = =: 2 — o la formule intégrale de F. Neumann (?); 

4° Le développement particulier (7) du paragraphe LXVI donnera 
la formule de Laplace 


1 ; "t 
ML (a+ n+1) T* 


(3) p: (x)= EVEN 
n!T(» + Dr ve y 9 


(x + coso yat — 1)"(sing)** de, 


déduite d'un autre point de vue dans le paragraphe LXI. 


(!) Mémoires de l'Académie royale de Berlin, 1824, p. 36. 
(2) Beiträge zur Theorie der Kugelfunktionen. Leipzig, 1898. 


N. 26 
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icrivons maintenant sous la forme suivante 


“+ ln Py An ere | 
(6 PEU -. je / (tx + ł coso y r*—1) 
3) [NETESTENT ES 


5 F 1\ n! 
T (v 4- (+) 9 
2 


/ 


(sin g)'* dy 


la formule ( 5), puis mettons dans (6) successivement 


gy oW Uu gw a 


une addition de toutes les formules ainsi obtenues donnera, en vertu 
de (2) pour n — o, ce développement en série neumanienne : 


mm PATY 
T(2»--1) v» EP 1 (x) f 2 NY auf m 
vi — - PE a tx | —————— J'iti1—2zx* y 
(7) 5 PACE ET 2 ( i) Vim) 
s 0 
dont le cas particulier v = o, / = 1 est dà à Catalan (*); posons encore 
dans cette formule particulière x = cosg; nous aurons le développe- 


ment intéressant 


= P (coso : 
(8) b o = ec?" (sing). 
= s 
Remarquons encore que la formule (7) donnera cette représentation 
intégrale 


f i 
r(» + =j pi vetun "vu 
= e*us] (x sing)P * (cose) do = n . 
VRI (v +1) hs) ie nà J 
2 


to 


(9) 


d 


LXVI. — Applications des formules d'addition. 


Nous avons encore à appliquer sur les deux formules d'addition 
développées dans le Chapitre XIV les formules intégrales du para- 
graphe LXIV, ce qui nous donne des résultats assez intéressants. 

En premier lieu, appliquons la formule générale : nous aurons immé- 


(1) Mémoires de l'Académie royale de Belgique, t. XLIV, 1881, p. 14. 
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diatement 


e vol — —— v-1 
| f Po? (æy+tVi—atyi—yt)ti —€) dt 
V —13 
(1) | / 1^ 
amine pr(v inae E) N € 

2 [EET i v pa : 

— n. A P 1 (c)P 1 ( y)» 

n!T(2v -- n --1) . 

car on voit immédiatement que le signe de z dans la fonction ultra- 

sphérique qui figure sous le signe d'intégration au premier membre 

peut être choisi arbitrairement. Le cas particulier v = o'de (1) a été 

étudié par Legendre et G. Bauer (*). 

Posons dans (1) y = x; il en résulte 


"dj esi ue T 
| i p : [z*- (1 — 2)]( — 6) ! dt 
v_i 


1 


| qiuetne *( y + fi + 


PP CS 
— p {j 


n! Cay- n a 1) 


En second lieu, la derniére formule d'addition donnera la formule 
suivante 


(d E 
| f P'^rtaet(1—2*)](— 20). Ede 
Cr 


(8) | ln + 2) (y + E )Vr 


EE 0 UM 2y —7,29"--1,1—25*), 


qui est très remarquable en comparaison avec la précédente. 
Cela posé, prenons pour point de départ la formule (1) du para- 
graphe XLV : 


(4) PP^(z)— 


F(v) v (—1)(v-- n —2s)F(g-- n s)  — Pp eT. 
F(p) a WETE TESTI ( Ch "Ton" 


les deux formules (2) et (3) nous permettent de déduire deux déve- 
loppements invers. 


En effet, mettons dans (4) 5 = vet v + ; au lieu de v, puis intro- 


(!) Comptes rendus de l'Académie royale de Munich, 1875. 
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duisons dans la formule ainsi obtenue 
z*4.t(r— x?) 
au lieu de æ; les formules intégrales susdites donnent, si nous posons 
encore y — = au lieu de v : 


T(n--29 — 1)vVz 
n! F(2v) 


(5) si 


— De 1) A, [Pnu z)], 


F(n-2-29» —1, — R, 2%, 1— x?) 


où nous avons posé pour abréger 


(vn 20 (+ —s + Lr $t——25)51- Sa) (: 
2 2 
ve 


(6) A= (n — 2s)! T(v-- n — s -- 1)F(2» + 1 —as) 


En second lieu, mettons dans (4) 8 =v + 23 le même procédé 


donnera 


amem p( van 2-1) pum r 
o SERENA A (æ)) 
n! (24+ n+ 1) 


(7) ít 
NEXU CGEE S. 
T F(a -H 1) 


s=0 


(— 1} A; F (— n +28, n —2s-- 227, 2341, 1— x), 


où nous avons posé généralement 


Bi 


(+n — as)E(» + n — $ + ires 4-n—23s)f[ — 
(8) A, 


l(v--n—s-a-1)(n—25s)! Uu 
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APPLICATIONS D'UNE INTÉGRALE DE M 


CHAP. XVII. 
CHAPITRE XVII. 
APPLICATIONS. D'UNE INTÉGRALE DE M. DE SONINE 
LXVII. — Les fonctions métasphériques 
Supposons 
Wa $-y)-—1, Wy); 


Y>x>0, 


(1) 
M. N. de Sonine (*) a donné la formule intégrale 
cos? (i 3 + y— «)2, 


| J*(ty)JB(ta)t! dt = m 


(3) 
vo 
ou nous avons posé pour abréger 
+a+i)\ LB + y— 
r(£x1 x )r (= y Er) 
Q = — 2 -i 
j F($-- 1) 
LL. By ati E ai^ 
3 5-1 =)" 
2 J 


(8) 
x nt 
Il saute aux yeux que la formule (2) est directement applicable 


pour la représentation intégrale des fonctions métasphériques. 
Étudions d'abord les dux fonctions M"*(z) et N? (x), puis posons 


comme dans le paragraphe XVII 


0 t1 
za 2 2) »-sF( 


ica 
— =h y = 
E a 


(1) Mathematische Annalen, t. XVI, 1880, p. 51. Poir aussi mon Handbuch der Zylin- 


derfunktionen, p. 191. Leipzig, 1904 
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nous aurons immédiatement, en vertu de (2), 


- Tia £) 

? 2) 
(4) f JP (a5) cos(£a )t*7! dt = —HÀ—— yv 

" r(: 4- £) 
2 

sf, AIA 

"T Hi : : ^ al (> e a ) 
(5) Jr) sine) tdt z = y^, 


Vo r Lp) 
TP 
car la définition des fonctions cylindriques donnera immédiatement 


(6) Foy o y/ 3. sine, J ie) — cos. 


Exprimons ensuite, à l'aide de y, et y,, les fonctions M et N; nous 
aurons finalement 


(7) | Jt(æ)eos (ex — PE potat m a Y (v»)M**(.7), 
v » 2 
J +0 " * 1 A OR - NP (3). 
(8) Ji J P(æ)sin( tæ — 5) ! dt 3 yz 


dans ces formules il faut supposer 


3 
(9) 100, Ulp +27) > 0, (sy) < 2" 
Appliquons maintenant la définition de Q"*(z); la formule (2) 
donnera, en vertu de (6), 
á : (£a )re 
241-9 1 y 
(10) | "(Le p-de = = —— na Q^? (1a), 


Jo Vm 


formule qui est due à Hankel et valable, pourvu que 


(11) Wr), U(p+2%)>0, 

ou 

; 3 
(12) W(.r)—0, W(o-r-2v)20, W(v)« 3° 
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Supposons maintenant x positif, puis posons dans (10) — iz au 
lieu de x; nous aurons, en vertu de (7) et (8), 


(13) 


21e ru r(» +£ r(» Je — 
—— s= vi HE Ys 
V^ r(i+f) r( =) 
: 2j 2 


c'est-à-dire le prolongement analytique de Q? (x). 


LXVIII. — Les fonctions ultrasphériques. 


Prenons pour point de départ les formules 


P" (cos 0) = 
PY"(cos 0) 


P*^"(co85) — 


Tín + av) EU" n n I e - 
= IF) dips id db sin*5 }, n paire, 
Fin + 27) cos9 qu n y IER 

niT(2v) FT M 
l(n--2»),, 
—To-F 

nlT (2v) 


Es yi , a 
"H2 sin*4), n impaire, 


E. alg 
— n, n 4-29, Y -+ =, sin*- 3) 
2 2 


J/ 


développées dans le paragraphe XXXIV; la formule de M. de Sonine 
donne immédiatement ces autres 


(2) 


(3) 


»- 23 1 (v) r( 2.) (sing 
Í Jr (d)J Egesina) S — — 2 7 — pr (cos), 
o vt Vazr (y += —) 
2 


1 
" EE " vsro)r(2 ue ! (ino) 
f Jv(6)J.— (esing) yt dt = — c Prr (cos5), 


ze? 
-i yzI ( +)c0s9 


3 1 
E ve! "m a  -SPnfovieinfi Ti 

f gm (ol esing) Ede = 3 TOM pur (eos8), 

o VT 


s 


où il faut admettre respectivement 


(4) (v +n) >o, W(»--n)2»— n, W(n--2»)20 et w() « 2. 


WWW.rcin.org.pl 


208 QUATRIÈME PARTIE. —- INTÉGRALES DÉFINIES. 


. . ' 1 
Le cas particulier v — z> dans lequel les formules se présentent 


sous formes très élégantes, est dà à M. Schafheitlin ('). 
Posons encore v — 0; nous aurons, en vertu de (1) et (2), 


; (aeo a ; dt — cosnó 1 
(4) | J^ (t) eos(tsin2) F = ~ , "ZG 
ve 
E cos n 0 
r n ne HT, — ^ 
(5) | J^ (t) cos(1 sing) dt = UY 


tandis que l'hypothése v = 1 donnera de même les formules analogues 


aa 5] - 
(6) J J* (1) sin(tsinó) À — SAS, 
" di À 
(7) | J^ (t) sin(t sin) dt =". 
“0 


(1) Mathematische Annalen, t. XXX, 1887. 
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